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数 掌 ,这 门 古老 而 又 常 新 的 科学 , 正 阔 步 这 向 21 世纪 ， 

回顾 即将 过 去 的 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 
代 都 更 牢固 地 确立 了 它 作 为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 .数学 
正 突 破 传 统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 浴 透 ,并 越 
来 越 直接 地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作出 贡献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,已 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 .因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 文化 的 人 人 士 而 言 ,不 论 他 从 事 何 种 职业 ,都 需要 学 避 数 
学 ,了 解数 学 和 运用 数学 .现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ,在 未 来 
的 世纪 中 无 疑 将 更 如 与 日 俱 增 ， 

另 一 方面 ,20 世纪 数学 思想 的 深刻 变革 ,已 将 这 门 料 学 的 
校 心 部 分 引 向 高 度 抽象 化 的 道路 . 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 .这 样 ,提高 数学 的 
可 接受 度 , 就 成 为 一 种 当 务 之 殷 .尤其 是 当 忆 纪 转 折 之 际 ,世界 
各 国都 十 分 重视 计 大 力 加 强 数 学 的 普及 工作 ,国际 数学 联盟 
(IMU) 还 专门 将 2000 年 定 为 “世界 数学 年 ", 其 主要 宗旨 就 是 
“使 数学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 , 特 别 是 被 普通 公众 所 
了 解 ”. 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 
平 相 应 并 且 是 数学 水 平 提高 的 基础 , 随 着 中 国 现代 教学 研 帘 与 
教育 的 长 足 进 步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 名 年 
代 , 华 罗 庚 . 吴 文 俊 等 一 批 数学 家 亲自 动手 手写 的 数学 通俗 读 
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物 ,激发 了 一 代 青 少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 .改革 开 
放 以 来 ,我国 数学 界 对 传播 现代 数学 又 作出 了 新 的 努力 -但 总 体 
求 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 禄 比 尚 有 差距 .我 国 救 学 
要 在 下 世纪 初 率先 赶 超 世界 先进 水 平 ,数学 普及 与 传播 方面 的 
赶 超 必 是 一 个 重要 的 环节 和 迫切 的 任务 .为 业 , 借 鉴 外 国 的 先进 
经 验 是 必 不 可 少 的 . 

《通俗 煞 学 名 著 译 从 ?的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 .引进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 直 世界 先进 水 平 的 足 世 纪 工 程 贡 献 力 量 .从 书 的 选 题 计 
划 , 是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 
上 讨论 确定 的 .所 选 著述 ,基本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流传 、 受 到 
公众 好 评 的 佳作 .它们 在 内 容 上 包括 了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 
出 介绍 当代 数学 的 重大 成 就 与 应 用 ;有 的 循循善诱 启迪 数学 思 
维 与 发 现 技巧 ;有 的 富 于 哲理 阐释 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联 
系 半 …… 等 竺 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 ,以 寅 探 现代 数 
学 的 发 展 概 艇 ,领略 数学 文化 的 丰富 多 杂 . 

丛书 的 读者 对 象 ,力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 ,为 此 处 书 
中 延 当 纳 入 了 不 同 野 次 的 作品 ,以 使 包括 大 .中 学 生 ; 太 、 中 学 教 
师 ;研究 生 : 一 般 科技 工作 者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 . 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 丛书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 .现代 数学 是 一 株 分 支 众 多 的 大 树 ,一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 丽 行 如 需 山 之 感 ,也 需要 涉猎 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

需要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 著 尤其 是 
科普 译 荐 的 出 版 并 不 景气 ,有 关 选 是 逐年 减少 ,品种 数量 不 断 下 
降 .在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教育 出 版 社 以 迎接 2000 世界 数学 年 
为 契机 ,按照 国际 版 权 公 约 ,不 惜 耗资 购买 版 权 , 组 织 翻译 出 版 
这 套 《 通 俗 数 学 和 名著 译 从 》, 这 无 疑 是 值得 称道 和 支持 的 举措 .大 
加 本 丛书 翻译 的 专家 学 者 们 ,自愿 抽出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 类 
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通常 不 被 算 作 成 果 但 起 能 帮助 公众 了 解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 著 
工作 ,同样 也 是 值得 肯定 与 提 得 的 . 

像 这 样 集中 地 翻译 ,引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 . 
我 们 热切 希望 广大 数学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 .扶植 这 项 
工作 ,使 通俗 数 学 名 著 译 从 》 出 版 成 功 ， 

让 我 们 举 手 迎 接 2000 世界 数学 年 ,让 公众 了 解 . 定 爱 数 学 ， 
证 数学 走 进 千家 万 户 ! 


《通俗 数学 名 著 译 从 ) 编 委 会 
1997 年 8 月 


译 者 的 话 


本 书 作 者 托 比 亚 斯 ' 丹 齐 克 (Tobias Dantzig) 厚 籍 为 沙俄 统 
治 下 的 立 陶 死 .1884 年 生 , 曾 在 巴黎 大 学 求学 ,1910 年 去 美国 ， 
后 留 居 美 国 ,入 美国 籍 ,先后 在 哥伦比亚 大 学 .约翰 : 霍 普 金 斯 大 
学 .马里 兰 大 学 等 校 讲 授 数 学 .他 于 1930 年 出 版 本 书 , 后 又 经 修 
订 , 增 写 了 二 十 六 个 附录 ,使 其 内 容 更 加 充实 .本 书 据 1938 年 第 
三 次 修订 版 译 出 . 

本 书 共 分 十 二 章 , 简 要 内 容 如 下 :; 

第 1 章 , 谈 数 的 语言 的 起 源 : 它 从 人 和 动物 的 数 觉 谈 起 , 谈 
到 计数 和 数 概念 的 产生 , 谈 到 一 一 对 应 和 匹配 的 原理 ,介绍 了 基 
数 . 序 数 , 几 种 主要 的 数 制 ,二 进 制 ,五 进 制 .二 十 进 制 以 及 十 进 
制 等 . 它 还 旁 及 莱 布 尼 蔬 从 二 进 制 产生 的 “用 一 ,从 无 ,可 生 万 
物 " 的 唯心 主义 哲学 观点 , 希 栈 普罗 塔 哥 拉 的 “人 是 万 物 的 尺度 ” 
的 和 名言 ,以 及 数 制 与 人 类 十 指 的 关系 等 等 . 

第 2> 章 , 谈 算 术 符 号 :其 中 谈 到 命 数 法 , 谈 及 账 板 和 算盘 , 谈 
到 空位 和 位 置 原则 . 它 谈 到 印度 人 民 发 现 零 的 伟大 意义 , 谈 到 当 
了 时 作为 一 个 新 生 事物 的 阿拉 人 数字 在 不 少 地 方 章 到 禁止 的 现象 
等 等 , 它 对 新 思想 .新 事物 在 历史 上 的 摸索 前 进 , 作 了 生动 具体 
的 记述 . 

第 3 章 , 谈 整数 :其 中 对 数论 ,包括 哥 德 巴赫 猜想 . 费 尔 马 问 
题 等 , 作 了 全 面 的 介绍 ,对 希腊 的 算 学 .包括 毕 达 哥 拉 斯 派 的 数 
哲学 ,对 击 代 的 数字 崇 至 (其 中 提 到 中 国 的 & 族 书 四 以 及 当时 广 
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泛 流 行 的 字数 术 等 ,都 有 引人入胜 的 描绘. 

第 4 章 , 恋 无限 : 它 讨 论 了 数学 上 的 无 限 概念 ,对 数学 推理 
法 ,演绎 法 ,归纳 法 ,数学 归纳 法 乃至 公理 学 等 推理 原则 都 有 深 
入 浅 出 的 说 明 ,文中 节录 了 数学 家 ,唯心 主义 哲学 家 彰 加 勒 《 数 
学 推理 的 本 质 ? 的 论文 ,宣称 数学 的 判断 只 是 “对 心灵 的 能 力 的 
一 种 肯定 ” ,表现 了 作者 本 人 的 崔 心 观点 . 

第 5 章 , 谈 有 理 数 : 它 对 古代 埃及 希腊. 印度、 阿拉 伯 在 代 
数 上 的 探索 和 进展 , 作 了 广泛 的 叙述 ,一 直 谈 到 文艺 复兴 及 其 以 
后 的 发 展 . 它 叙述 了 字母 记号 在 代数 式 中 的 使 用 ,通过 数学 符号 
的 运算 ,建立 了 J 了 有理数 域 ,扩大 了 数 概 念 . 它 介绍 耳 作 为 数 域 推 
广 的 基本 原则 的 固 本 原则 ,数学 算术 化 的 进 慌 ,并 涉及 了 罗素 和 
怀特 海 的 《数学 原理 $ 一 书 及 以 他 们 为 代表 的 学 深 的 观点 . 

第 6 章 , 谈 无 理 数 : 它 从 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 观点 谈 起 , 谈 到 
数 和 点 的 对 应 ,表明 数 的 概念 必须 扩大 和 能 够 扩大 . 它 介绍 了 印 
度 .阿拉伯 人 的 方程 式 方 根 解 ,介绍 了 无 理 数 的 发 现 ,以 至 提起 
了 和 群 论 , 它 对 古 希 腊 以 直 尺 圆规 求解 的 三 大 数学 名 题 作 了 详尽 
的 介绍 ,描述 了 代数 数 .超越 数 的 发 现 , 并 对 古代 数学 界 在 这 些 
问题 土 的 探索 和 寻求 ,勾画 出 主要 的 轮廓 . 

第 7 章 , 谈 连 续 性 :本 章 完整 地 介绍 了 古 希腊 埃 利 亚 学 派 的 
有 各 的 芝 诺 四 论 , 从 而 论述 了 无 限 算法 .极限 .无 限 小 等 问题 , 介 
绍 了 牛顿 和 莱 布 尼 贡 开拓 的 微 积 分 理论 ,包括 唯心 主义 哲学 家 
员 克 鞠 的 反对 疙 见 等 . | 

第 8 章 , 谈 无 限 算法 :着 重 介 绍 了 数 序 . 收 敏 .极限 . 连 分 数 
等 内 容 ,介绍 了 康 托 尔 的 无 理 数 理论 , 它 指明 有 理 无 限 数 列 的 极 
限 构 成 了 实数 域 . 

第 9 章 , 谈 实数 ;介绍 了 康 托 尔 的 连续 统 理论 ,又 从 点 数 对 
应 的 原理 ,介绍 了 独 德 金 的 无 理 数 理论 .作者 在 阐述 这 些 数 学 理 
论 时 ,宣扬 了 自然 不 跳 葡 ,时 间 不 就 妈 的 哲学 观点 ,鼓吹 进化 , 反 
对 突变 ,认为 连续 和 因果 就 是 时 间 的 主要 内 容 , 并 表示 寺 间 和 空 
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间 都 可 以 通过 心灵 动作 来 填补 空 路 ,最 后 以 数 统 治 宇 宙 作 为 这 
一 章 的 结语 . 

第 10 章 , 谈 复数 : 它 通过 方程 式 求 方 根 解 ,介绍 了 复数 、 虚 
数 的 发 现 .并 详细 介绍 了 币 卡 尔 的 解析 见 何 的 理论 ,指明 了 这 些 
数 的 具体 形象 . 它 还 谈 到 了 复 变 函 数论 .投影 几何 , 非 欧 几何 、 理 
想 数 .矩阵 等 一 系列 发 展 . 

第 11 章 , 谈 集合 : 它 阐述 了 康 托 尔 的 无 限 集合 理论 ,包括 无 
限 集合 的 多 寒 性 的 意义 . 泡 限 集合 的 一 一 比 配 、 无 限 集合 的 势 ， 
以 及 无 限 集 合 中 基数 相同 而 顺序 不 同 的 序 型 理论 等 . 它 说 明了 
在 无 限 集合 中 ,部 分 不 比 整体 小 ,短线 上 的 点 不 比 长 线 上 的 点 
少 ,部 分 与 整体 之 势 相等 ,并 介绍 了 测量 无 限 集 合 的 几 个 基数 
( 势 )a,c,f 等 .文中 还 介绍 了 伤 利 咯 关于 无 限 集合 的 科学 对 话 . 

”第 12 童 , 谈 数 学 观念 的 实在 性 ;作者 在 本 章 着 重 阅 述 了 他 

的 哲学 观 .他 宜 称 无 限 分 割 和 无 限 扩 延 都 是 不 为 经 验 所 认 许 的 ; 
鼓吹 实在 性 不 过 是 组 织 ,整理 和 引导 人 们 的 经 验 的 幻 景 ,其 作用 
在 于 保持 和 增长 人 类 的 智力 生活 等 等 .他 直 截 宣称 ,意识 外 的 绝 
对 不 变 的 世界 ,只 存在 于 神学 推理 .他 在 论述 主观 实在 和 客观 实 
在 时 , 提 到 赫 尔 姆 崔 茨 、 马 替 诸 人 的 主张 ,并 表示 和 他 们 并 不 是 
一 家 ,实际 上 ,从 他 所 表明 的 见解 旺 示 ,他 们 并 无 本 质 的 区 别 . 

本 书 出 版 后 ,在 欧美 受到 好 评 .第 二 次 世界 大 战 后 ,捷克 斯 
族 伐 克 还 重印 过 此 书 . 爱 因 斯 坦 对 此 书 有 良好 的 译 价 . 尼 赫 鲁 也 
曾 在 他 的 著作 中 可 以 援引 . 

如 上 所 述 ， 本 书 内 容 主 要 是 介绍 数 的 概念 的 发 展 史 ， 作者 是 
本 世纪 初 的 资产 阶级 学 者 , 自 不 认识 和 赞同 在 文化 创造 中 ,劳动 
群众 的 作用 ,实践 的 作用 .他 只 是 就 观念 论 观 念 ,孤立 地 综述 思 
想 和 文化 的 先后 嬉 演 ,而且 其 中 多 有 雇 误 之 处 .但 就 其 对 数学 思 
想 的 发 展 过 程 的 闸 述 而 论 , 却 脉络 清明 ,条 理 详 呆 , 抑 且 目 光 四 
射 ,取材 广博 , 兼 引文 史 , 庄 谐 互 出 .这 本 书 是 一 本 数学 书 , 科 学 
书 ,但 又 不 止 于 一 本 数学 书 或 科学 书 .作者 面向 广泛 读者 , 写 得 
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深入 小 出 ,一 般 知 识 界 循序 而 进 , 都 能 看 懂 . 因 此 ,作者 对 本 书 有 
一 个 盎 标 题 . 称 它 是 "为 有 文化 而 非 专 攻 数 学 的 人 写 的 评论 性 概 
述 .其 特点 是 ,从 文化 的 角度 .思想 的 角度 乃至 哲学 的 角度 来 谈 
数学 的 发 展 . 它 广泛 后 引 了 人 类 千 百 年 来 数学 探求 的 成 果 , 上 从 古 
代 埃及 ,中 国 .希腊 ,证 度 ,阿拉 伯 广 泛 取 材 ,一 直 谈 到 文艺 复兴 ， 
谈 到 近代 的 欧美 . 它 描述 了 思想 发 展 过 程 的 摸索 、 蹦 央 和 奇 力 前 
进 , 哮 笑 了 电 亡 和 保守 ,赞扬 了 人 们 的 前 进 . 它 实在 可 以 作为 一 
部 专题 的 文化 史 .思想 史 来 阅读 ,作为 一 部 就 舞 人 们 不 断 求 进展 
的 读物 来 阅读 . 

从 哲学 的 角度 来 看 此 书 , 亦 复 饶 有 意义 . 书 中 触及 不 少 匡 有 
数学 意义 又 有 哲学 内 涵 的 范畴 ,如 连续 ,无限 ,实在 性 以 至 时 间 、 
空间 等 ,这 本 身 就 构成 了 哲学 意义 的 讨论 ,本 书 在 论述 思想 发 展 
过 程 中 ,自然 时 时 流露 和 表述 其 哲学 的 观点 . 它 来 投 夹 议 ,多 方 
征 引 ,以 张 其 说 ,其 中 包括 一 些 古代 暂 学 中 的 重要 论题 和 文献 ， 
例如 , 古 希 腊 埃 利 亚 学 派 的 芝 诺 四 论 ,这 是 和 我国 惠 施 学 深 提 出 
的 二 十 一 事 相 仿佛 .引起 了 广泛 议论 的 古代 自然 科学 - 哲学 的 
有 名 命题 , 书 中 对 此 作 了 完整 的 征 引 和 介绍 ,并 根据 作者 本 人 的 
观点 ,从 数学 立场 进行 了 分 析 和 解 管 .又 如 对 有 名 的 唯心 主义 哲 
学 家 ,也 是 数学 家 的 茧 加 革 .贝克 莱 等 的 一 些 论 点 和 材料 . 书 中 
都 有 频繁 的 援引 和 介绍 ,这样 就 反映 了 哲学 史 中 有 关 自 然 科 学 
观点 ,有 关 数 的 观念 的 一 个 侧面 的 面貌 和 情况 .当然 作者 本 人 的 
哲学 观点 只 是 一 家 之 宜 ,读者 在 阅读 这 部 分 时 应 加 以 分 析 和 鉴 
别 ,是 无 庸 赣 说 的 . 

本 书 在 欧美 昌 颇 知名 , 然 在 我 国 尚 无 译本 .我 在 解放 前 加 译 
出 ,曾经 开明 书店 同意 出 版 ,但 是 当时 经 济 凋 六 , 纸 价 腾 踊 ,印刷 
困难 . 昌 已 排出 纸 型 , 迄 未 能 印 出 .解放 后 ,开明 改组 合并 ,在 当 
时 的 情况 下 , 译 稿 逆 搁 置 了 下 来 .在 十 年 汪 动 过 后 的 今天 ,文化 
和 学 术 领 域 中 , 云 蒸 霞 音 , 生 意 得 然 .我 感到 此 书 不 论 作 为 一 本 
较 有 系统 的 数学 书 或 专题 的 文化 史 .哲学 参考 书 ,介绍 给 我 国 读 
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者 ,都 是 有 价值 的 .其 内 容 生 动 广博 , 深 线 咸 宜 ,专门 家 可 从 中 撒 
取 丰 语 的 材料 ,青少年 和 一 般 读 者 可 从 中 得 到 对 数学 万 至 文化 
的 发 展 和 了 解 , 实 可 有 助 于 穷 搜 原委 ,开阔 眼界 ,丰富 学 养 ,剖析 
学 理 , 有 助 于 学 本 的 探求 和 发 展 , 故 而 我 重新 对 译 稿 进 行 了 校 
改 . 际 此 行将 付 梓 之 日 , 摩 党 新 纸 , 感 念 干 端 .我 作为 一 个 曾 在 数 
学 征途 上 跋涉 过 的 老兵 , 虽 因 工作 之 需 , 早 已 解 鞍 他 去 ,但 昔日 
利 师 友 们 共 洲 征 尘 的 甘 辛 和 尽 悍 ,是 很 难忘 怀 的 .这 就 要 同 潮 到 
40 年代, 我 在 湘西 层 溪 垄 头 培 荆 栋 小 山上 求学 的 日 子 .当时 旧 
中 国 的 科学 山林 是 多 人 么 的 艰 困 和 彰 寅 啊 , 大 学 的 一 个 数学 年 级 
往往 只 有 一 二 人 , 向 况 又 是 在 那 抗战 烽火 正本 .国内 夜 气 如 各 的 
时 节 ! 但 是 , 师 友 数 人 ,日 儿 相 对 , 却 一 直 相 期 共勉 :勇于 求 真 ， 
安 于 贫 艰 ,不 可 自己 .在 轧 轧 作 响 的 小 楼 上 ,在 仅 施 素 纸 的 板 窗 
前 ,我 们 曾经 多 次 度 过 探讨 和 思辨 的 时 光 . 爱 因 斯 坦 和 罗素 的 命 
题 曾经 多 少 次 同 入 我 们 的 话题 ,本 书 的 名 理 也 曾经 一 再 浮 入 我 
们 的 论 议 , 这 也 就 是 促使 我 后 来 韦 译 此 书 的 一 个 动力 . 师 友 们 身 
丁子 从 , 却 一 直 迟 慢 着 祖国 的 光明 , 慷 悍 着 科学 的 春天 ,而 现在 ， 
祖国 的 光明 和 科学 的 春天 已 经 笼 单 着 我 们 全 部 的 生活 了 .在 这 
里 ,我 深 深 怀 念 一 代 宗 师 ,毕生 教诲 勤 勤 的 先 师 能 正 理 教授 , 深 
深 坏 念 学 摄 百 家 ,善于 启发 的 先 师 崔 明 奇 教授 , 深 深 怀 念 献身 数 
学 ,不 立 室 家 ,后 讲学 异国 , 久 断 音 闻 的 座 师 陆 慎 仪 教授 , 深 深 坏 
念 同窗 中 才思 腾 兽 ,一 如 有 陈 千 秋之 在 万 木 草堂 ,后 在 十 年 浩 动 中 
被 扎 害 , 沉 宙 时 逝 的 亡 友 罗 守 琳 闻 志 , 我 更 深 深 景 念 教 泽 绵长 ， 
德 寿 双 隆 , 至 今 全 在 并 拓 数 学 新 壤 的 座 师 余 洪 修 教 授 . 一 卷 之 
微 , 俄 历 多 年 ,所 抛 心力 , 弥 怀 师 友之 源 , 拉 素 签 而 思 旧 洋 , 牛 一 
花 而 庆 繁 春 . 谨 以 此 帐 奉 献 给 敬爱 的 师 友 ,以 表 寸 怀 ,并 欢 今 上 
是 为 作 ， 


苏 仲 酒 
一 九 八 了 吗 年 夏 于 蜗居 凉 台 红 蜗 
草花 . 紫 牵 牛 花 , 黄 苦 扑 花 便 是 
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我 们 将 继续 实现 


多 少年 来 ,我 曾经 有 过 许多 美好 的 梦 : 入 世 的 梦 .烽火 的 梦 、 
改变 客观 址 界 的 梦 .主观 浪漫 的 梦 …… .有 的 梦 大 ,有 的 梦 小 ;小 
梦 自 己 默默 的 做 ,大 梦 和 大 伙 儿 一 厨 去 实现 ， 

其 中 一 个 灿烂 的 梦 是 ,科学 春天 的 繁荣 梦 ; 它 也 包括 一 个 小 
梦 , 数 学 王国 的 拓展 梦 . 

从 “五 四 "的 时 代 起 ,大 家 就 在 呼唤 着 赛 先生 ,还 有 它 的 至 友 
德 先 生 , 亡 的 来 到 这 个 东方 文明 古国 ,帮助 大 家 圆 成 一 个 美好 的 
春之 梦 . 

风云 变幻 , 春 在 何方 ? 是 的 ,从 上 个 世纪 的 80 年 代 前 后 起 ， 
坚 冰 已 经 打破 ,春光 正在 发 生 .不 过 ,春花 春草 的 根 下 还 是 一 层 
浅 土 , 带 来 了 阵 阵 沙尘暴 之 风 的 强烈 程度 仿佛 还 消减 不 大 . 

应 当 记 住 江 译 民 同志 的 这 段 话 : “我国 历 史上 虽然 有 着 伟大 
而 丰富 的 文明 成 果 和 优良 的 文化 传统 ,但 相对 说 来 ,全 社会 的 科 
学 精神 不 足 也 是 一 个 缺陷 .” 

在 新 的 千年 的 门 坎 上 ,在 新 的 世纪 的 入 口 处 ,我 们 应 当 立 下 
宏 愿 ,把 科学 精神 的 火炬 高 高 举 起 ,使 这 片 土地 更 加 光明 ,更 加 
温暖 ,更 加 沸腾 ,更 加 使 人 满足 . 

科教 兴国 ,这 就 是 我 们 的 责任 和 方向 .这 是 一 个 任重道远 的 
事业 ,但 又 是 我 们 必须 实现 的 灿烂 梦想 . 

而 数学 领域 的 驾驭 和 开拓 则 是 发 皇 科 学 精神 的 应 有 之 义 ， 
本 书 作者 就 说 过 :“ 有 了 数学 在 理论 上 发 挥 作用 ,然后 各 种 发 明 
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才 为 可 能 ,这 些 发 明 的 设计 也 是 如 此 .” 

手头 这 本 关于 数 的 著作 和 我 发 生 因缘 已 有 六 十 年 了 . 它 在 
西方 学 术 界 久 有 声 玲 . 它 朴 通 了 人 类 从 落 昧 至 今 的 关于 数 的 意 
念 之 产生 和 发 展 的 历史 . 它 的 内 容 虽 然 涉及 数论 专题 和 高 等 数 
学 领域 ,但 叙述 起 来 ,步步为营 ,由 线 和 深 , 层 次 分 明 ,逻辑 清晰 ， 
有 中 等 文化 水 平 的 而 心 读者 是 不 难看 慌 的 .特别 是 . 它 不 是 杠 立 
的 就 数论 数 ,而 是 着 力 于 挖 据 数 的 概念 的 演变 过 程 中 的 思想 本 
上 质 和 文明 背景 , 它 的 笔触 也 就 深入 到 文史 哲学 等 广泛 领域 .西方 
哲学 中 的 一 些 名 理 和 清 诡 往往 通过 本 书 而 奉献 在 读者 面前 . 它 
实际 上 成 为 一 本 与 专业 领域 有 关 的 思想 史 、 文 明史 .作者 显然 很 
喜欢 一 脉 思 想 活水 的 奔流 .他 希望 用 本 书 援引 读者 过 菲 穿 林 , 循 
流 潮 源 , 涵 泳 面前 流 波 的 浏 着 之 秀美 和 麻 涌 之 坚毅 .我们 掩 起 卷 
来 ,既得 到 了 水 文 知 识 , 而且 感受 到 爱 知 之 乐 .这 也 许可 以 说 是 
本 书 最 大 的 一 个 价值 . 

因此 ,我 在 和 年 代 初 期 ,在 烽火 连天 ,流亡 在 湘西 流水 之 滨 
的 湖南 大 学 校园 内 ,当时 取得 同 外 书刊 何等 艰难 , 却 意外 地 能 读 
到 本 书 , 惊 喜之 情 , 回 思 宛 如 了 昨日 .我 和 师 友 们 懒 着 一 个 又 一 个 
的 明天 的 祖国 的 梦想 .这 本 书 当时 成 了 镶嵌 我 们 的 梦 的 一 个 部 
件 . 

40 年 代 末 期 ,我 终于 译 出 了 本 书 ,并 由 开明 书店 慨 然 决定 
出 版 .只 是 由 于 时 局 的 变动 而 未 果 . 

20 年 代 上 期 ,商务 印 韦 馆 决定 正式 出 版 此 书 .我 将 译 稿 重 
新 全 部 天 读 被 改 , 并 按 解放 后 的 译名 手册 统一 译名 . 印 数 不 多 ， 

现在 ,上 海 教 育 出 版 社 组 织 大 型 数学 科普 系列 一 一 “通俗 数 
学 名 著 详 从 ”, 这 正 符合 数学 大 师 陈 省 身 所 甩 望 的 : “迎接 2000 
数学 年 ,是 一 个 盛 举 .上 海 教育 出 版 社 间 志愿 将 本 书 纳入 这 个 
译 具 ,配套 成 龙 , 伸 使 更 广大 的 读者 得 以 了 解 和 接触 本 书 ,这 是 
很 好 的 事情 .商务 印 书 馆 方 面 不 反对 .我 十 分 装 成 ， 

尼 赫 和 鲁 是 一 位 读书 人 .他 在 他 的 效 作 中 引证 了 本 书 对 “ 印 座 
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无 名 氏 在 公元 初期 的 几 个 世纪 所 发 明 的 位 置 原 则 实在 是 一 件 有 
世界 意义 的 大 事 " 的 论 列 , 又 引述 了 老子 的 玄 言 :“ 常 无 欲 以 观 其 
妙 , 常 有 欲 以 观 其 侥 ." 还 援引 过 猪 八 忒 的 和 名言:“ 恢 着 王 法 打 杀 ， 
依 着 佛法 饿 杀 .… 尼 替 鲁 认为 “科学 正 以 它 自 己 精确 实验 的 观察 
方法 向 多 方面 迈进 ,扩大 着 所 已 经 翔实 证 明了 的 知识 领域 ,并 且 
在 过 程 中 改变 着 人 类 的 生活 .”“ 它 将 仍然 沿 着 它 的 指定 的 途径 
前 进 , 因 为 这 旅程 是 没有 终结 的 .“ 科 学 将 继续 追问 着 “怎么 
样 ?'. 当 它 找到 了 这 答案 ,就 会 予 人 生 以 较 大 的 满足 和 意义 ,并 
且 也 许 在 回答 我 们 的 “为 什么 ?' 的 问题 上 前 进一步 .” 

而 我 们 追 冯 “为什么?” 和 “怎么 样 ?” 的 漫长 的 努力 ,我 们 的 
诸多 的 美好 梦想 ,包括 科学 的 春天 繁荣 梦 和 作为 科学 的 网 络 的 
数学 探求 梦 , 这 些 灿 烂 的 梦想 的 继续 实现 , 那 也 是 不 会 中 止 的 . 
这 本 译作 便 也 仍 是 这 些 灿 烂 梦 想 的 镀 幅 物 .今天 , 它 又 从 一 条 新 
的 途径 ,深入 到 读者 中 间 去 ,对 于 增进 科学 精神 ,发 扬 思 想 活力 ， 
推动 数学 探究 ,当然 都 有 御 益 .我 作为 一 个 曾 在 数学 行列 中 守卫 
过 的 年 近 八 十 的 老 率 , 曾 经 在 沙砾 中 找到 这 块 宝石 ,把 它 拂 拭 
过 ,镶嵌 在 华 年 的 梦想 中 ,现在 再 端 出 来 ,敬献 给 读者 ,希望 读者 
将 诗 视 它 , 赏 鉴 它 , 因 为 它 果 然 基 有 光 的 ， 


势 仲 计 
写 于 阳台 过 发 车 而 成 长 极 绥 的 
盆 厅 小 桶 树 旁 ,时 为 二 C 〇 CO 年 隅 日 
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第 1 章 指 印 a 


“十 罗马 历 ,一 年 月 亮 绕 十 个 圈 : 
当时 把 这 个 数 牵 为 至 尊 至 上 ， 
或 者 因为 我 们 习惯 了 用 手指 来 计数 ， 
或 者 因为 妇 人 怀胎 十 个 月 方才 分 娆 ， 
再 不 然 , 就 因为 数字 增 到 了 十 ， 
便 回 过 头 来 ,从 一 开始 循环 .… 
一 一 奥 维 德 {DOvid)， 
《 岁 时 志 了 (Fasti) ,第 三 卷 . 
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人 类 在 进化 的 蒙昧 时 期 ,就 已 经 具有 一 种 才能 ,这 种 才能 ， 
因为 没有 第 恰当 的 名 字 , 我 姑且 叫 它 为 数 觉 .由 于 大 有 了 这 种 才 
能 . 当 在 一 个 小 的 集合 里 边 ,增加 或 者 碱 去 一 样 东西 的 时 候 , 尽 
管 他 未 曾 直接 知道 增 减 , 他 也 能 够 辨认 到 其 中 有 所 变化 . 

数 觉 和 计数 不 能 混为一谈 .计数 似乎 是 很 晚 以 后 才 有 的 一 
种 收获 ,由 后 文 可 以 知道 , 它 牵 涉 到 一 种 颇 为 复杂 的 心理 过 程 . 
就 我 们 所 知 ,计数 是 一 种 人 类 独 具 的 特性 ; 另 一 方面 ,有 若干 种 
动物 看 来 也 具有 一 种 和 我 们 相 类 似 的 原始 数 觉 .至 少 ,有 权威 的 
关于 动物 行为 的 观测 家 持 有 这 种 主张 ,而 且 有 很 多 实例 支持 这 
种 理论 

例如 ,许多 乌 类 是 具有 这 种 数 觉 的 . 鸟 集 里 若是 有 四 个 出 ， 
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那么 可 以 安然 拿 去 一 个 ;但 是 如 果 拿 掉 两 个 ,这 鸟 通常 就 要 远 走 
了 . 乌 会 用 某 种 奇怪 的 方法 来 辨别 二 和 三 .但 是 这 种 才能 不 仅 限 
于 岛 装 . 实 际 上 ,我 们 所 知道 的 最 往 人 的 例子 要 算 叫 作 “ 独 居 蜂 ” 
{solitary wasp) 的 昆虫 .这 种 母 蜂 在 每 个 梨 里 下 一 个 卵 ,并 且 在 
莫 里 面 预 先 储藏 了 一 批 活 的 尺 蝶 ,作为 幼虫 盘 化 后 的 食料 .使 人 
吃惊 的 是 ,各 类 独居 蜂 每 业 里 所 放 的 尺 凤 数目 都 是 一 定 的 :有 些 
类 放 五 条 ,有 些 放 十 二 条 ,多 的 甚至 于 有 二 十 四 条 的 .最 特别 的 
是 一 种 叫 作 暴 感 (eumenus) 的 蜂 , 这 种 蜂 雄 的 比 崔 的 小 得 多 . 母 
蜂 能 用 神秘 的 方法 辨别 曙 化 出 来 的 幼虫 是 雄 的 还 是 瞧 的 ,并 且 
据 此 相应 地 分 配 食品 的 数量 ; 它 并 不 去 改变 三 获 牺 的 大 小 和 种 
类 ,只 给 雄 镍 储存 五 条 尺 里 ,给 肉 卵 储存 十 条 . 

由 于 蜂 类 行为 的 规律 化 ,而且 这 种 行为 和 它 的 生命 的 基本 
机 能 有 密切 的 关系 ,所 以 上 述 例子 不 如 下 面 的 例子 来 得 更 加 令 
人 信服 .这 里 所 举 的 鸟 的 行为 ,似乎 已 经 处 于 自觉 的 边缘 了 ， 

有 个 田 主 决心 要 打 死 一 只 在 他 庄园 的 望 楼 里 筑 集 的 乌鸦， 
他 试 了 好 多 次 想 惊动 它 ,始终 没有 成 功 :因为 人 一 走 近 ,乌鸡 就 
离开 了 巢 , 飞 开 了 . 它 栖 在 远 远 的 树 上 守 着 ,等 到 人 离开 了 望 楼 ， 
才 肯 飞 回 桌 去 .有 一 天 ,这 上 田 主 定 下 了 一 个 计策 :两 个 人 走 进 望 
楼 ,一 个 留 着 ,一 个 出 来 走 开 了 .但 是 乌鸦 并 不 上 当 : 它 老 等 着 ， 
直到 留 在 望 楼 里 的 人 也 走 了 出 来 才 要 . 这 个 试验 一 连作 了 几 天 : 
两 个 人 ,三 个 人 ,四 个 人 ,都 没有 成 功 . 末 了 ,用 了 五 个 人 :也 像 以 
前 一 样 , 先 都 进 了 望 楼 , 留 一 个 在 里 面 ,其 他 四 人 走出 来 ,离开 
了 .这 次 乌鸦 却 数 不 清 了 ; 它 不 能 辨别 四 与 五 ,马上 就 飞 回 入 里 
去 了 . 
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这 个 例证 可 以 引起 两 种 反驳 的 意见 ,第 一 :具有 这 种 数 觉 的 
动物 只 限于 极 少 的 几 类 ,而 在 哺乳 动物 中 就 没有 发 现 这 种 才能 ， 
甚至 狼 猴 也 好 像 没 有 .第 二 :就 已 经 知道 的 一 切 事例 而 言 , 动 物 
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数 觉 的 范围 实在 本 小 ,简直 可 以 略 而 不 论 . 

第 一 点 意见 我 们 是 承认 的 .这 确 乎 是 一 个 值得 注意 的 事实 : 
识 数 的 才能 ,不 论 是 这 种 形式 或 那 种 形式 ,看 来 总 是 限于 儿 种 昆 
虫 , 几 种 岛 类 和 整个 人 类 .对 于 狗 , 马 和 其 他 家 冀 所 作 的 实验 和 
观察 ,都 不 曾 发 现 它们 有 什么 数 觉 0D. 

至 于 第 二 点 意见 . 却 没 有 多 大 价值 ,因为 人 类 的 数 觉 范围 也 
是 十 分 有 限 的 .寻常 让 一 个 文明 人 去 辩 别 数目 的 时 候 , 他 总 有 意 
无 意 地 用 其 他 的 技能 ,诸如 对 称 图 型 读 法 .心计 组 合法 .计数 术 
等 ,来 帮助 他 的 直 控 数 觉 .特别 是 ,计数 已 经 变 成 我 们 智能 的 如 此 
重要 的 组 成 部 分 ,所 以 用 心理 学 的 方法 来 实验 我 们 的 关于 数 的 知 
党 ,实在 是 很 困难 的 .但 是 , 话 虽 如 此 ,现在 还 是 有 了 一 些 进展 ; 根 
据 精 密 安 排 的 实验 结果 ,不 能 不 下 结论 说 :普通 文明 人 的 直接 视 
觉 数 觉 ,很 少 能 超过 下 ,至 于 触 党 数 觉 ,范围 其 至 还 要 小 些 . 

人 类 学 上 关于 原始 民族 的 研究 ,加 强 了 这 个 结论 的 可 信 程 
度 .从 这 些 研 究 得 知 , 还 没有 达到 必 指 计 米 阶段 的 时 这 人 ,几乎 
完全 没有 关于 数 的 知觉 .澳洲 、 南 海 群岛 .南美 训 和 非洲 的 许多 
部 族 都 是 如 此 . 柯 尔 (Curr) 对 于 澳洲 的 原始 民族 有 过 广博 的 研 
究 , 他 以 为 只 有 很 少 的 土 人 能 够 辨别 四 ,处 于 野 居 状态 中 的 澳洲 
土 大 没有 人 能 了 解 七 .南非 洲 的 布 须 曼 {Bushmen) 族 ,除了 一 、 
二 和 多 之 外 ,再 没有 别 的 数字 了 ,而 这 三 个 字 又 是 那么 语调 含 
糊 ,那些 土 人 是 否 赋 与 了 它们 以 明晰 的 意义 ,也 还 是 个 疑 阿 . 

我 们 决 没 有 理由 相信 ,我 们 的 远 祖 有 更 高 的 天 赋 , 却 有 许多 
理由 使 我 们 怀疑 这 种 想法 ,试看 各 种 欧洲 语言 ,几乎 都 带 有 这 种 
早期 局 限 姓 的 痕迹 .英文 的 thrice 和 拉丁 交 的 ter, 同 样 的 有 双重 
意义 :三 税 和 许多 .拉丁 文 的 tres{ 三 ) 和 和 trans( 超 过 ) 之 间 有 着 可 
信 的 联系 ;而 法 文 的 tres( 甚 ) 和 trois (三) 也 是 如 此 . 

数 的 产生 , 远 在 有 中 以 前 ,详情 已 无 法 深究 ,究竟 数 的 概念 


中 参看 附录 1: 论 动物 和 人 的 数 觉 . 
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是 从 经 验 里 边 产生 的 ,还 是 仅仅 任 藉 经 验 之 力 ,把 早已 隐 菩 在 原 
始 人 心灵 中 的 概念 加 以 暴露 而 来 的 呢 ? 这 是 一 个 吸引 人 的 玄学 
问题 ,因而 不 在 本 书 讨论 的 范围 之 内 了 . 

如 果 我 们 用 现代 野蛮 民族 的 智力 情况 来 推断 我 们 远 祖 的 发 
展 史 ,我 们 不 能 不 承认 ,在 开始 的 时 候 也 是 非常 幼稚 的 .一 种 比 
鸟 类 高 强 不 了 多 少 的 原始 的 数 觉 ,就 是 产生 我 们 数 概念 的 核心 ， 
训 无 疑问 ,如 果 人 类 单 赁 这 种 直接 的 数 的 知觉 ,在 计算 的 技术 
上 ,就 不 会 比 鸟 类 有 什么 进步 .但 是 经 历 了 一 连 串 的 特殊 的 环 
境 , 人 类 在 极为 有 限 的 数 知觉 之 外 ,学 会 了 另 一 种 技巧 来 给 他 帮 
忙 ,这 种 技巧 注定 了 使 他 们 未 来 的 生活 受到 巨大 的 影响 .这 技巧 
就 是 计数 ,并 且 , 正 是 由 于 有 了 计数 ,我 们 赢得 了 用 数 来 表达 我 


们 的 宇宙 的 惊人 成 就 . 
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有 些 原 始 语 言 对 于 蚜 的 各 种 色彩 都 有 专门 的 字 , 但 是 没有 
“ 色 "这 个 字 ; 又 有 些 语 言 所 有 数字 都 有 ,只 是 没有 * 数 "这 个 字 ， 
其 他 的 概念 也 有 这 样 的 情况 .在 英文 中 ,对 于 某 些 特种 集合 ,有 
丰富 的 本 国语 言 的 表现 方法 ,例如 :fiock( 一 群 ) ,herd( 一 帮 ) ,se 
(一 套 ),lott 一 堆 ),bunch( 一 东 ), 分 别 适用 于 特殊 的 场合 ;然而 
Collection (集合 ) 和 Aggregatel 集 ) 这 两 个 字 却 是 外 来 语 . 

具体 的 东西 总 在 抽 祭 的 东西 之 先 .罗素 (Bertrand Russell) 
说 :“ 不 知道 要 经 过 多 少年 ,人 类 才 发 现 一 对 锦 鸡 和 两 天 同 是 数 
字 2 的 例子 .” 到 现在 我 们 还 有 不 少 的 字 来 表达 2 这 个 概念 ,如 : 
Pair, Couple ，Set, Team ，Twin，Brace 等 等 . 

早期 数 概念 的 极端 具体 性 ,不 列 凑 哥伦比亚 的 辛 姆 再 
(Thimshian) 族 的 语言 是 一 个 明显 的 例子 ,这 种 语言 共有 七 种 不 
同 的 数字 ,一 种 用 于 走兽 和 扁平 的 物体 ;一 种 用 于 时 间 和 圆 形 的 
物体 ;一 种 是 用 来 数 人 的 ;一 种 是 用 于 树木 和 长 形 物 体 的 ;一 种 
是 用 于 小 艇 的 ;一 种 是 用 来 测量 的 ;还 有 一 种 是 在 没有 特定 对 象 
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时 计数 用 的 .最 后 一 种 大 概 是 后 来 才 发 展 起 来 的 .前 几 种 必定 是 


这 族人 还 没有 学 会 计数 之 前 的 早期 址 物 . 

正 是 计数 , 才 使 具 栖 的 ,不 同 奈 的 表达 多 守 的 概念 结合 为 统 
一 的 抽象 的 数 概 念 .前 者 是 原始 人 的 特点 ,后 者 则 是 数学 发 展 的 
前 提 . 


4 


然而 ,我们 说 ,不 用 计数 技术 ,也 可 以 得 出 一 种 合乎 逻辑 的 
明晰 的 数 概 念 . 这 虽然 好 像 奇 怪 , 却 确 是 可 能 的 ， 

我 们 走 进 一 个 会 堂 .在 我 们 面前 的 是 两 个 集合 ;一 个 是 会 堂 
的 座位 ,一 个 是 出 席 的 人 .我 们 不 用 计数 ,就 可 以 知道 这 两 个 集 
合 是 否 相 等 ,如 果 不 相等 ,哪个 大 些 .因为 要 是 所 有 的 座位 都 坐 
满 了 ,同时 没有 人 站 着 ,我 们 不 用 计数 就 各 道 两 个 集合 相等 .要 
是 座位 已 经 满 了 ,而 仍旧 有 人 站 着 ,我 们 不 用 计数 就 知道 人 多 而 
座位 少 了 ， 

这 釉 御 训 旦 从 一 休 直 本 和 兰 全 部 炳 学 的 达 册 一 一 寺 店 的 广 注 
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这 个 字 的 本 身 所 含 的 绝对 的 意义 .不 过 ,由 相对 的 数 转变 成 绝对 


的 数 并 不 困难 .唯一 必需 的 只 是 作出 各 种 模范 集合 ,每 个 都 代表 
一 个 可 能 的 集合 .等 到 要 算 某 一 集合 的 事物 的 个 数 的 时 候 ,只 消 
在 这 些 模 范 集合 中 ,把 能 和 它 瑟 珑 的 那 一 个 找 出 来 就 成 了 . 

原始 大 类 就 在 身边 的 环境 中 找 出 这 种 模范 集合 来 : 鸟 的 翼 
可 以 代表 数字 二 , 首 蒂 叶 代表 三 , 兽 足 代表 四 ,自己 手 的 手指 代 
表 五 .在 不 少 原始 语言 中 ,可 以 找到 这 种 数字 根源 的 实例 , 当然， 
等 到 数 的 字 一 经 造成 并 且 采 用 之 后 ,就 和 它 原来 所 表示 的 物体 
一 样 地 可 以 作为 模范 了 .因为 数 的 记号 和 它 所 假借 的 物 名 之 间 
必须 有 了 所 区 别 , 结 果 自 然而 然 地 引起 声音 的 改变 ,而 长 年 累 月 之 
后 ,二 者 间 的 这 种 联系 便 渐 被 宕 却 了 .人 类 愈 来 愈 恢 赖 语言 , 因 
此 声音 就 代 着 了 所 表 的 形象 ,而 床 来 的 具体 的 模范 集合 便 以 数 
字 的 抽象 形式 而 出 现 了 -记忆 和 习惯 又 使 这 些 抽 象形 式 有 了 有 具 
体 性 ,于 是 ,就 只 用 字 来 量度 风寒 本， 
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上 面 所 叙述 的 概念 叫 作 基 数 , 基 数 所 根据 的 是 对 应 原则 ; 它 
并 不 包含 计数 .即使 标准 集合 的 范围 包罗 万 象 , 要 是 乱 七 八 粮 的 
拼 列 着 ,还 是 不 能 够 创造 出 一 种 计数 术 的 .我 们 必须 发 明 一 种 数 
机 :就 是 说 我 们 那些 模范 集合 必须 排 成 有 前 后 次 序 的 序列 ,这 就 
是 从 小 到 大 的 序列 ,也 就 是 自然 序列 ;1,2,3,…. 数 制 一 旦 有 了 ， 
计数 某 一 集合 的 事物 ,就 等 于 将 集合 中 每 个 成 员 分 别 和 有 顺序 
的 次 第 的 自然 序列 中 的 一 项 相对 应 ,一 直到 整个 集合 对 应 完了 
为 止 .对 应 于 集合 中 的 最 后 一 个 成 员 的 自然 序列 的 项 ,就 称 为 这 
个 集合 的 序数 . 

序数 制 可 能 采取 天 主教 念珠 @ 的 具体 形式 ,不 过 这 当然 不 


个 ” 这 种 念珠 每 小 珠 十 个 隔 大 珠 一 个 ,每 串 大 小 念珠 数目 共计 165 
个 .一 一 译 者 
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是 本 绩 的 .只 要 将 其 前 几 个 数字 ,按照 有 顺序 的 次 第 记 住 , 再 制 
定 一 个 语音 系统 ,使 得 能 从 任何 一 个 较 大 的 数 读 出 它 的 后 继 数 ， 
那么 序数 制 就 出 来 了 . 

我 们 就 是 这 么 容易 地 从 基数 转 色 了 序数 ,因此 ,两 者 好 像 是 


一 件 东西 .现在 如 果 要 决定 某 一 集合 的 事物 的 多 寄 , 即 它 的 基 [9j 


数 ,我 们 不 用 再 拒 一 个 模范 集合 麻 烧 地 来 作 一 一 匹配 了 一 一 我 
们 只 消 将 它 加 以 计数 就 咸 了 ,数学 的 发 展 实在 应 当归 功 于 我 们 
知道 了 数 的 这 两 个 方面 的 统一 性 .在 实用 上 ,我 们 虽然 觉得 基数 
很 有 用 ,但 它 不 能 创造 出 算术 来 .算术 的 运用 就 是 依据 我 们 总 是 
可 闫 由 一 个 数 数 到 它 的 后 继 数 这 一 默认 的 假定 出 发 的 ,而 这 个 
假定 就 是 序数 概念 的 本 质 . 

因此 , 单 凭 匹配 本 身 是 不 足以 创造 出 一 种 计算 方法 的 . 设 车 
不 是 我 们 能 够 将 事物 排列 成 有 顺序 的 次 第 ,进步 就 是 不 大 可 能 
的 .对 应 和 序列 ,这 两 大 原理 已 经 深 深 渗透 进 全 部 数学 一 不 只 
是 数学 ,实际 是 精密 思想 的 全 部 领域 ~ 一 之 中 ,交错 地 编织 在 我 
们 数 系 的 馆 绣 天 衣 之 上 . 
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这 里 ,自然 就 会 发 生 一 个 问题 :这 种 基数 和 序数 的 微妙 区 
别 , 在 数 概念 的 早期 历史 上 ,究竟 有 没有 出 现 过 呢 ? 我 们 不 免 要 
作 这 样 的 猜想 : 单 由 号 配 而 产生 的 基数 , 当 在 既 要 匹配 又 要 顺序 
的 序数 之 先 . 但 是 细致 考查 一 下 原始 的 文化 和 语言 ,我 们 找 不 出 
这 种 先后 的 证 据 来 .只 要 有 某 种 关于 数 的 技术 存在 着 , 数 的 这 两 
个 方面 就 同时 可 以 找到 . 

还 有 ,只 要 有 人 够 得 上 称 为 计数 术 存在 的 地 方 , 属 指 计数 也 是 
一 定 有 的 ,或 者 早 一 点 ,或 者 同时 并 见 .在 用 手指 的 时 候 , 人 类 借 
助 于 这 个 工具 ,就 不 自觉 地 从 基数 转 进 到 序数 .人 们 在 表示 某 一 
集合 包含 四 件 事物 的 时 候 ,会 同时 屈 回 或 是 伸 出 四 个 手指 ;如果 


他 想 计数 一 下 这 个 集合 ,他 就 依次 届 回 或 是 仲 出 这 些 手指 .在 前 [10] 
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一 种 情形 ,他 用 手指 作为 基数 性 质 的 模范 集合 ;在 后 一 种 情形 , 则 


用 来 作 一 种 序数 制 了 .多 乎 在 所 有 的 原始 语言 中 ,都 能 找到 计数 
的 这 种 起 源 的 确切 遗迹 .在 大 多 数 这 类 语言 中 ,五 "这 个 数 ,就 用 
“ 手 ” 表 示 ; 而 "十 " 则 用 "双手 ,有 时 则 用 “人 "来 表示 .甚至 于 有 许 
密 原 始 语 言 ,四 以 下 的 数字 和 四 个 指头 的 名 称 完全 一 致 . 

比较 进化 了 的 语言 ,因为 经 过 了 长 期 的 演变 , 字 的 原 义 逐 新 
消逝 了 .但 是 ,在 这 里 ,“ 指 印 ” 并 不 罕见 ,将 焚 文 的 Pantcha( 五 } 
和 与 其 有 关系 的 波斯 文 的 Pentcha{ 手 ); 将 俄 文 的 Piat (五 ) 和 
Piast( 伸手 ) 试 加 比较 ,就 可 以 知道 了 . 

人 类 在 计算 方面 之 所 以 成 功 ,应 当归 功 于 十 指 分 明 .就 是 这 
些 手指 , 才 教 会 人 类 计数 ,从 而 把 数 的 范围 无 限 地 扩大 开 来 .如 
果 没 有 这 套装 置 ,人 类 对 于 数 的 技巧 就 不 会 比 原始 的 数 觉 高 出 
多 少 . 因 此 ,我 们 不 无 理由 地 说 ,要 是 没有 手指 ,那么 数 的 发 展 ， 
以 及 随 之 而 来 的 我 们 精神 上 的 和 物质 上 的 进步 所 依据 的 精确 科 
学 的 发 展 ,也 将 毫 无 希 刻 地 处 于 低下 的 阶段 . 
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在 现代 的 文明 人 中 ,除了 小 孩 初学 计数 的 时 候 还 用 手指 , 除 
了 我 们 自己 有 时 候 为 了 加 重 诸 气 还 用 手指 之 外 , 届 指 计数 的 技 
术 已 经 被 淘汰 了 ,文字 书写 的 出 现 , 简 便 的 命 数 法 ,以 及 教育 的 
普及 ,使 得 这 个 技能 成 为 陈 上 归 和 多 余 的 了 .在 这 种 情形 之 下 ,我 
们 自然 容易 低估 屈指 计数 在 计算 史 中 曾 经 起 过 的 重要 作用 .但 
是 ,不 过 在 几 百 年 以 前 ,屈指 计数 在 西欧 还 是 如 此 风行 ,以 致 一 
本 算术 教 本 如 果 不 包 含 届 指 计数 的 方法 , 它 便 不 能 算是 完全 的 . 
〈 见 第 9 页 ) 

在 当时 ,用 手指 计数 和 用 手指 演算 简单 的 算 题 ,都 被 看 作 受 
过 教育 的 人 的 一 种 才能 .人 们 表现 最 大 天 才 的 地 方 ,就 是 探求 用 
手指 相 加 和 相 乘 的 法 则 .因此 ,直到 今天 ,法 国 中 部 ( 奥 佛 尼 地 
方 ) 的 农 人 ,还 用 一 种 奇妙 的 方法 来 求 五 以 上 的 数 的 滋 积 .假如 


一 上 一 


要 算 9 x 8, 他 就 将 左手 届 下 四 指 (4 是 3 减 5 的 余数 ) ,将 右手 局 
下 三 指 (8 - 5= 3). 于 是 ,两 手 屈 下 的 手指 之 利 就 是 乘积 的 十 位 
数 (4+3=7), 而 不 届 的 手指 之 积 就 是 个 位 数 (1 x 2 =2). 


曲 量 也 电 籽 出自 电 由 
史 仙 动 全 仙 是 昌 让 轴 
包 全 包公 包机 姑 人 他 
生生 出诊 示 应 处 瞩 上 


据 1520 年 出 版 的 一 本 小 青子 


同样 性 质 的 方法 ,在 相隔 很 远 的 地 方 ,例如 比萨 拉 比 亚 
(Bessarabia) .塞尔维亚 (Serbia) .叙利亚 (Syria) 等 地 ,也 曾 发 现 
过 .它们 惊人 的 相似 ,并 且 所 有 这 些 地 方 者 有 一 个 时 期 同 是 大 罗 
马 帝国 的 一 部 分 ,这 使 人 猜想 到 这 些 方法 起 源 于 罗马 .但 我 们 同 
拌 有 理由 可 黄 相 依 它 们 是 独自 演进 而 来 的 ,因为 相似 的 环境 能 
产生 相似 的 结果 . 

就 是 现在 ,人 类 中 大 部 分 也 还 是 用 手指 计数 :我 们 不 要 忘 
记 , 在 原始 民族 中 ,这 还 是 他 们 日 常生 活 中 进行 简单 计算 的 唯一 
方法 . 
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我 们 的 数字 语言 的 历史 究竟 有 多 和 久 呢 ? 数字 产生 的 确切 时 代 ， 
虽然 无 从 稿 考 ,但 是 ,有 确 此 的 证 据 表 明 , 它 的 产生 比 有 文字 记载 的 


— 由 一 
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历史 还 要 早 好 几 千 年 .我 们 上 面 已 经 提 寺 一 桩 事 ; 大 概 除 了 五 以 外 ， 
欧洲 语言 中 的 数字 的 本 意 ,已 经 寻 不 出 一 点 痕迹 来 了 .这 一 点 更 值 
得 注意 ,因为 数字 通常 是 具有 极 大 稳定 性 的 .尽管 随 着 光阴 的 流转 ， 
其 他 的 一 切 都 经 万 了 根本 性 的 变化 ,我 们 会 发 现 数字 的 语汇 几乎 不 
爱 影 响 .事实 上 ,语言 学 家 就 是 利用 这 种 稳定 性 来 推 估 出 表面 上 似 
平 相隔 很 远 的 语族 之 间 的 亲缘 关系 的 .读者 可 以 查阅 本 章 末 所 附 的 
标准 印 欧 语 系 (印度 -欧罗巴 语系 ) 中 的 数字 比较 表 . 

那么 ,数字 既 有 这 种 稳定 性 ,为 什么 它 的 原来 意义 的 痕迹 一 
点 都 找 不 到 了 呢 ? 可 信 的 推测 是 ,数字 在 产生 后 ,虽然 没有 什么 
改变 ,可 是 数字 所 假 展 的 实物 本 身 的 名 字 , 却 已 经 儿 历 沧桑 , 备 
经 变化 了 ， 
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依据 语言 学 家 的 研究 ,数字 语言 的 结构 ,几乎 是 普遍 一 臻 
的 .无 论 什 么 地 方 ,人 的 十 个 手指 都 留 下 了 不 可 磨灭 的 印迹 ， 

的 确 , 我 们 的 十 个 手指 毫 无 疑义 地 影响 了 我 们 数 制 基 府 的 
“选择 ” .一 切 印 度 ~ 欧罗巴 语 、. 闪 族 语 .蒙古 族 语 和 大 多 数 原始 
民族 的 语言 ,其 命 数 法 的 基底 都 是 十 ,这 也 就 是 说 ,十 以 下 的 数 
都 有 独立 的 名 称 ,十 以 上 就 使 用 某 种 组 合 原则 ,一 直到 一 百 . 所 
有 这 些 语 言 ,对 于 一 百 和 一 千 , 都 有 独立 的 字 ; 有 些 语言 还 有 更 
大 的 十 进 单位 . 显 见 的 例外 也 是 有 的 ,例如 ,英文 的 aleven 
《十 一 ) 和 twelve( 十 一 ) , 德 文 的 elf( 十 一 2 和 zwHlf( 十 二 ), 不 过 
它们 都 可 以 追根 到 ein-lif 和 wo-lif; 而 征 是 古 德 文 十 

除了 十 进 制 外 ,的 确 还 有 其 他 两 种 相当 普遍 的 基底 ,但 它们 
的 特征 也 相当 显著 地 表明 了 我 们 计数 方法 的 狼人 化 性 质 .这 两 
种 数 制 便 是 以 五 为 基底 的 五 进 制 和 以 二 十 为 基底 的 二 十 进 制 ， 

在 五 进 制 中 ,五 以 下 都 有 独立 的 数字 ,以 后 便 开始 组 合 了 . 
(参看 本 章 末 附 表 ) .显然 这 是 起 源 于 惯用 一 只 手 计数 的 民族 .但 
是 人 为 什么 只 限于 用 一 只 手 呢 ? 一 个 可 信 的 解释 是 ,原始 人 出 


门 很 少 不 带 武器 的 . 遇 着 要 计数 的 时 候 , 他 就 把 武器 夹 在 腋 下 


(通常 在 左 腑 下 ) ,在 左手 上 计数 ,用 右手 查 点 着 .这 也 可 以 解释 ， 
为 什么 惯用 右手 的 人 ,通常 总 是 用 左手 计数 . 

许多 种 语言 现在 仍然 带 着 五 进 制 的 痕迹 ,因而 可 以 相信 有 
些 十 进 制 曾经 经 历 过 五 进 制 的 阶段 .有 些 请 言 学 家 宣称 , 连 印 - 
欧 语 系 的 数字 语言 也 是 起 源 于 五 进 的 .他 们 指出 ;希腊 字 中 的 
pempazein, 意思 就 是 五 个 五 个 地 计数 的 ,罗马 数字 的 五 进 性 质 
就 更 明显 了 .但 是 ,除了 这 二 者 之 外 ,我 们 再 也 找 不 到 其 他 证 据 
了 ,看 来 ,更 可 能 的 情况 是 ,我 们 的 种 种 语系 曾经 经 历 过 二 十 进 
制 的 初期 阶段 ， 

二 十 进 制 可 能 是 起 源 于 计数 时 手指 脚趾 并 用 的 原始 部 族 . 
这 种 数 制 的 最 突出 的 一 个 例子 就 是 中 美洲 玛雅 印第安 人 (Maya 
Indian) 所 用 的 方法 .古代 阿 兹 台 克 (Aztec) 人 的 数 制 也 大 体 相 
同 . 阿 慈 台 克 人 把 一 天 分 为 二 十 小 时 ; 而 军队 每 师 是 八 于 个 兵 
{8000 = 20 x 20 x 20). 

纯粹 的 二 十 进 制 是 少见 的 .在 许多 语言 里 ,十 进 制 和 二 十 进 
市 是 混在 一 起 的 .在 英文 里 有 score (20)，two-score (2 x 20) 和 
three-score (3 x 20); 在 法 文 里 有 vingt(20) 和 quatre-vingt(4 x 
20) .古代 的 法 文 更 爱 用 这 个 方式 ;在 巴黎 有 一 所 医院 ,本 来 是 为 
收容 三 百 个 睹 眼 的 老兵 而 建立 的 ,所 以 有 “十 五 念 ”(Quinze- 
Vingt) 的 怪 名 字 ; 而 “十 一 念 ”"{Onze-Vingt) 则 是 专门 指 那 有 220 
名 警官 的 警 团 的 名 字 . 
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在 澳洲 和 非洲 的 最 原始 的 民族 中 ,还 存在 着 一 种 记 数 法 ,不 
是 以 五 为 基底 ,不 是 以 十 为 基底 ,也 不 是 以 二 十 为 基底 ,而 是 以 
二 为 基底 的 二 进 制 .这 些 对 齐 人 还 没有 达到 届 指 计数 的 程度 .他 
们 的 独立 的 数字 只 有 一 和 二 ,其 复合 的 数字 到 六 为 止 , 至 于 六 以 
上 , 则 统称 之 日 “ 堆 ”. 


[14] 
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前 面 说 到 澳洲 部 族 时 曾经 提 到 的 柯 尔 宜 称 :这 些 民族 大 多 
基 以 双 来 计数 的 .这 些 十 人 对 于 这 种 习 铬 达到 如 此 根深 蒂 因 的 
地 步 ,以 致 我 们 从 一 排 七 根 针 中 抽 去 两 根 ,他 们 也 很 难 察 党 出 
来 ;但 如 果 只 抽 去 一 根 , 他们 就 马上 觉察 出 来 了 ,他们 对 类 同 的 
感觉 比 数 觉 更 为 强烈 ， 

青 怪 的 是 ,这 种 最 原始 的 基底 在 近代 却 得 到 全 布 尼 欧 
(Leibnitz) 那 样 伟大 的 学 者 的 极 大 偏爱 .在 二 进 命 数 法 中 只 需要 
两 个 符 导 :0 和 1, 用 了 它们 就 可 以 写 出 一 切 数 ,如 下 表 所 示 : 


+ 2 lss sonels|ulsl vw | 
= 过 | 1 Jo odos 1a oo o0rh ool oul ro oa 111] 0000 


以 二 为 底 的 好 处 是 符 导 的 经 济 和 演算 的 简单 .我们 一 定 记 
得 ,每 种 数 制 都 需要 背 熟 一 个 加 法 表 和 一 个 乘法 表 ., 在 二 进 制 
中 ,它们 就 简 北 得 只 剩 了 1+1=10 和 1x1=1; 而 在 十 进 制 中 ， 
每 个 表 都 有 一 百 条 .不 过 这 种 好 处 却 被 书写 的 麻烦 抵 销 了 :十 进 
制 的 数 4 096( = 22) ,在 二 进 制 中 便 要 写成 1000 000 000 000. 
就 为 了 二 进 制 那 种 神秘 的 雅致 , 莱 布 尼 薄 这 样 帝 叹 说 :“ 用 
一 ,从 无 ,可 生 万 物 .”(Omnibus ex nihil ducendis sufficit uaum ., ) 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 说 : 
“ 兼 布 忆 茨 在 他 的 二 进 制 算 术 中 ,在 出 了 创造 万 物 的 影 
象 . 他 想象 :一 代表 上 帝 , 零 代表 混沌 :上帝 由 混沌 中 创 
造 出 世界 万 物 ,正如 在 他 的 记 数 法 中 用 一 和 零 表 示 一 其 的 
数 一 样 .这 个 观念 太 使 羔 市 尼 藻 喜欢 了 ,所 以 他 将 它 提 交 任 
中 国 数学 院 院 长 的 耶稣 会 神父 闵 明 我 (Grimaldi) 中 , 希 靖 因 


全 ” 阅 明 我 (1639 一 1712), 意 大 利 人 , 清 康 周年 间 来 华 , 曾 在 饮 天 监 贿 
与 艇 订 历 法 .他 曾 告 诉 莱 布 尼 茨 ,康熙 皇帝 耽 于 算法 ,并 闪 研 习 欧 式 算法 ， 
莱 布 尼 落 认为 其 二 进 算术 与 易 经 的 六 区 有 关 , 项 望 通过 闽 明 我 ,使 靡 典 
“认识 基督 教 信 仰 的 优点 " .一 一 译 者 


这 种 创世纪 的 象征 ,而 使 非常 喜欢 科学 的 中 国 皇 帝 也 转 信 
耶 教 .我 提 到 这 点 ,目的 只 在 指出 ,即使 基 大 人 物 的 眼 台 ,也 
会 被 幼稚 的 偏见 所 过 项 
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设想 要 是 人 类 没有 届 伸 自如 的 手指 ,而 只 有 两 只 “不 分 关 
节 " 的 秃 拳 ,整个 文化 中 会 成 个 什么 样子 ,这 是 一 个 有 趣 的 问题 . 
在 这 种 情形 之 下 ,假如 最 终 也 发 展 出 某 种 记 数 法 的 话 , 它 很 可 能 
是 二 进 式 的 . 

人 类 采用 十 进 制 万 是 一 种 生理 上 的 污 巧 .如果 相 依从 一 切 
事物 里 都 可 以 看 出 上 帝 的 匠心 ,就 不 得 不 承认 上 帝 是 一 位 鉴 肢 
的 数学 家 . 因为 十 进 的 基底 除了 生理 上 的 优点 而 外 ,本 身 没有 很 
多 可 以 称道 之 处 .几乎 一 切 其 他 的 基底 ,也许 除 掉 九 以 外 ,都 和 
它 一 样 高 明 ,也 许 还 强 一 些 . 

老实 说 ,如 果 让 一 群 专家 来 选择 基底 的 话 ,我 们 也 许 会 看 到 
实用 家 和 数学 家 之 间 的 争论 .实用 家 坚持 要 用 有 最 多 因数 的 数 ， 
如 十 二 之 类 为 基底 ;而 数学 家 则 要 用 质数 ,如 七 或 十 一 之 类 为 基 
底 .事实 上 ,18 所 纪 后 期 的 大 博物 学 家 布 封 (Buffon) 曾 经 提议 举 
世 会 用 十 二 进 制 .他 指出 :十 二 有 四 个 除数 ,而 十 只 有 两 个 ,他 坚 
持 说 , 正 是 由 于 我 们 的 士 进 制 , 世 世代 代 以 来 ,都 感到 极为 不 便 ， 
所 以 虽然 十 是 举世 公用 的 基底 ,而 在 大 多 数 的 度量 衡 中 ,都 有 着 
以 十 二 为 基底 的 辅助 单位 . 

另 一 方面 ,大 数学 家 拉 格 朗 日 (Lagrange) 宣 称 : 用 质数 作 基 
底 有 绝 大 好 处 .他 指出 :用 了 质数 基底 ,每 个 整 分 数 就 都 不 能 化 
简 ,因此 表示 该 数 的 方法 只 有 一 种 .在 我 们 现在 的 命 数 法 中 , 璧 


如 小 数 0.36, 实 在 代表 着 许多 个 分 数 :ji , 吉 , 芳 ,…. 若 用 十 一 


等 质数 必 基 底 ,这 种 暧昧 不 明之 处 就 大 大 减少 了 . 
不 管 我 们 委托 选择 基底 的 贤人 们 决定 采用 质数 还 是 合 数 作 
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基底 ,我 们 敢 肯 定 ,十 甚至 是 根本 不 会 被 考虑 的 ,因为 它 既 非 质 
数 ,又 不 含 足够 多 的 因数 ， 

在 我 们 这 个 时 代 , 计 算 的 工具 已 经 大 大 代替 了 心算 ,所 以 上 
述 两 种 建议 都 不 会 有 人 去 认真 考虑 .因为 所 得 到 的 益处 甚 微 , 而 
大 们 用 十 来 计数 的 传统 已 经 柜 深 蒂 固 , 谁 要 想 去 改变 它 ,看 来 是 
很 滑 移 的 了 吕 . 

[17] 从 六 化 史 的 观点 来 看 ,改变 数 制 的 基底 ,即使 可 行 , 也 是 极 
不 受 欢迎 的 .只 要 人 类 一 直 用 十 来 计数 ,他 的 十 个 手指 就 一 直 会 
使 他 意识 到 ,他 的 精神 生活 的 这 一 最 重要 方面 ,也 起 源 于 人 类 自 
身 , 因 此 ,就 让 十 进 制作 为 下 述 各 言 的 见证 而 永存 下 去 吧 : 


人 是 万 物 的 尺度 加， 


[18] 线 ~ 歌 语言 中 所 示 数 字 的 极端 稳定 性 


个” 参看 附录 3: 论 命 数 法 的 基底 . 
包 ”此 语 出自 希 腊 诡 辩 学 派 的 首倡 者 普罗 塔 哥 拉 (Protagoras) .一 一 


典型 的 五 进 插 : 典型 的 二 十 进 制 : 
新 丘 布 里 底 群 岛 的 阿 皮 {Api) 族 语言 中 美洲 玛雅 族 语 言 


olua 
otolu 
VB 


1 

2 
3 
二 
5 
6 
了 
B 
全 
心 


lua luna 


典型 的 二 进 制 : 托 列 斯 海峡 {Torres Straits} 西 部 某 部 族 


1 urapun 3 六 0s3-qrapun 5 okosa-okosa-urapun 
2 okosa 4 okosa-okoaa 6 okosa-okosa-okosa 


a 


“用 十 个 记号 来 表示 一 切 的 数 ,每 个 记号 不 但 有 绝 
对 的 值 ,而 且 有 位 置 的 值 ,这 种 三 妙 的 方法 出 自 印度 . 
这 是 一 个 深远 而 又 重要 的 思想 , 它 今 天 看 来 如 此 简单 ， 
以 致 我 们 和 忽视 了 它 的 真正 伟 绩 .但 怡 怡 是 它 的 简单 性 
以 及 对 一 切 计 算 痢 提供 了 板 大 的 方便 , 才 使 我 们 的 算 
术 在 一 多 有 用 的 发 明 中 列 在 首位 ;而 当 我 们 想到 它 竟 
进 过 了 古代 最 伟 太 的 两 位 人 物 阿 基 米 德 {Archimedes) 
和 阿波 罗 尼 (Apollonius) 的 无 才 思想 的 关注 时 ,我 们 更 
感到 这 戌 就 的 伟 太 了.” 

一 一 拉 普 拉 斯 
1 


我 写 到 这 上 几 行 的 时 候 ,一 首 古老 的 歌 在 我 的 耳 边 响起 来 了 ， 
“Reading, ‘Riting, “Rithmetic ， 
Taught to the tune of a hickory-stick! 
〈 读 中, 写 呀 , 算 呀 ， 
蕉 着 戒 方 往 下 载 呀 )” 

在 这 一 章 里 ,我 要 讲 的 就 是 这 三 个 R 中 的 一 个 的 故事 , 虽 
然 它 在 三 个 R 中 是 最 老 的 一 个 ,但 是 对 大 们 说 来 , 却 还 是 最 难 
的 一 个 . 

这 故事 讲 的 不 是 灿烂 的 成 就 ,不 是 英勇 的 事业 ,也 不 是 壮烈 


的 牺牲 . 它 是 盲 且 的 摸索 和 化 幸 的 发 现 ,在 黑暗 中 乱 碰 ,而 义 拒 
绝 接 受 光 上 明 . 这 个 故事 充满 柳 昧 和 偏见 ,健全 的 判断 常 因 效忠 于 
传统 而 被 掩 没 ,理性 长 期 屈服 于 习俗 .总 之 ,这 是 一 个 人 世间 的 


故事 . 
2 


成 文 的 命 数 法 ,也 许 和 私有 财产 一 样 地 古老 . 它 的 起 源 , 毫 
无 疑问 是 王 为 人 们 想 记 录 他 的 羊 群 和 其 他 物 昌 .在 树 上 .木片 上 
的 割 痕 , 若 石上 画 的 纹路 ,粘土 上 的 图 记 一 一 这 些 都 是 想 用 书写 
的 记 叶 来 记录 数字 的 最 早 的 形式 .考古 学 察 的 研究 查实 了 在 太 
古 时 代 就 有 这 种 记录 ,它们 在 欧洲 .非洲 和 亚洲 的 虫 前 民族 的 油 
父 中 ,都 有 发 现 . 圣 少 , 命 数 法 和 文字 一 样 地 古老 ,有 证 据 表 明 它 
可 能 还 在 文字 之 先 . 甚 至 也 许 就 是 由 于 数字 的 记录 才 使 人 联想 


起 声音 的 记录 嘱 . 


表明 书写 数字 的 系统 应 用 的 最 古 记载 ,要 算 古 苏 美 尔 人 
(Sumerian) 和 埃及 人 (Egyptian) 所 作 的 了 . 追 潮 它 们 的 起 源 , 大 
约 产生 于 同一 个 时 期 ,都 在 公元 前 三 千 五 百年 左右 .经 过 研究 ， 
我 们 会 为 它们 应 用 了 非常 相似 的 原则 而 感到 惊异 ,当然 ,这 些 民 
族 虽 然 相 距 很 远 ,但 不 能 说 他 们 没有 交往 的 可 能 .不 过 ,更 可 能 
的 是 ,他 们 都 循 着 阻力 最 小 的 方向 发 展 他 们 的 命 数 法 ,就 是 说 ， 


他 们 的 命 数 法 只 是 记 账 的 自发 过 程 的 产物 要 了 ( 见 下 图 ) 
| ?9 人 | oopeooooo| 
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古代 命 数 法 


[21] 


实在 说 ,不 论 在 古巴 比 伦 (Babylonia) 人 的 构 形 数字 中 ,或 是 
埃及 芦 草 纸 上 的 象形 文字 ,还 是 古代 中 国文 献上 的 古怪 图 样 .我 
们 都 发 现 了 明显 的 基数 原则 . 九 以 下 的 每 一 个 数字 ,都 只 是 一 组 
笔画 . 九 以 上 叉 依 照相 同 的 不 则 ,更 高 的 单位 ,如 十 、 百 等 , 则 各 
自 以 特 别 的 记号 表示 . 


3 


英国 的 账 板 (tally-stiek) 吕 ,虽然 来 源 不 明 ,但 其 谱系 也 许 非 
常 古老 , 它 也 具有 这 种 明确 无 疑 的 基数 性 质 , 账 板 的 图 解 如 下 图 
所 示 . 每 一 小 齿 纹 代 表 一 镑 ,大 的 则 代表 十 镑 、 百 镑 等 . 


[23] 


英国 账 板 示 惠 图 


令 人 奇怪 的 是 ,在 现代 命 数 法 引进 之 后 ,这 种 变 得 陈旧 可 笑 

的 英国 计 峰 法 仍 顽 强 地 保持 了 若干 世纪 .事实 上 ,英国 议会 史上 

的 一 段 重要 插曲 便 是 由 账 板 引起 的 .在 这 段 插曲 发 生 几 年 之 后 ， 
狄更斯 在 一 篇 关于 “行政 改革 ”的 演说 中 ,绝妙 地 讽刺 道 ; 

“若干 世 代 之 前 ,在 木片 上 刻 齿 来 记 账 的 原始 方法 居然 

传 进 了 财政 部 ,其 账目 的 记 法 就 像 章 湾 和 了 (Robinson Cm- 

soe) 在 荒 岛 上 记 日 历 的 方法 . 千 千 万 万 的 簿 记 员 .会计师 和 

审 记 官 们 前 后 相 承 , 因 循 刘 习 ,而 宫 厅 公事 仍旧 着 重 这 种 钳 

齿 木片 ,仿佛 它们 就 是 宪法 的 支柱 一 般 , 财 政 部 的 账目 照旧 

记 在 那些 名 为 账 板 的 榆 木片 上 .到 了 乔治 第 三 (George 四) 

治世 的 时 候 , 一 些 具 有 草 新 精神 的 人 提出 了 质问 ;既然 纸 


QD 我 国 (朱子 语 类 》 的 记载 可 以 作为 参 证 ,“ 结 纺 者 , 溪 由 名 ' 亦 ', 疙 
各 有 之 ,又 有 刻板 者 , 凡 年 月 日 时 以 及 人 马 粮草 之 属 , 皆 刻板 为 记 , 都 不 相 
乱 … 一 一 译 者 


张 . 笔 黯 .石板 ,五笔 等 已 经 发 明了 ,这 种 陈旧 惯例 究竟 应 当 
闫 固 池 保存 下 去 ,还 是 应 该 有 所 改变 ? 这 种 大 胆 独 创 的 直 
率 意 见 提 出 后 ,全 国 各 组 繁琐 的 程序 税 门 反而 更 加 有 增 无 
减 , 直 到 1826 年 , 才 算 把 木片 记 账 法 废止 .到 了 1834 年 ,发 
党 账 筷 存 积 的 数 重 已 经 着 实 可 观 了 ;: 干 是 飞 发 生 了 一 个 问 
题 : 对 于 这 些 虫 蚀 鼠 伤 、 残 破 者 烂 的 相 杯 木片 , 完 应 如 何 处 
置 ? 这 些 木片 当时 库存 在 威 斯 租 斯 特 ( 有 estminster) ,凡是 
稍 明 事理 的 人 都 知道 ,最 简单 的 办 法 蓝 过 于 将 它们 搬出 来 ， 
分 给 附 近 的 贫苦 居民 作 此 火 . 然 而 ,它们 从 未 被 加 以 利用 ， 
管 厅 规定 不 容许 去 利用 它们 ,结果 是 指令 将 其 秘密 禁 裔 .此 
案 在 上 院 的 火炉 所 执行 了 .炉子 给 这 些 蚌 画 的 木片 塞 得 本 
满 , 火 烧 着 了 壁 概 ; 壁 扳 又 福 延 到 下 院 ; 结 果 两 院 全 部 灰 飞 
烟 灭 , 然 后 再 鸠 工 重建 ,于 是 我 们 者 百姓 现在 又 要 负担 一 百 
万 铸 的 建筑 费用 了 .” 


4 
和 这 种 最 早 记 录 下 来 的 纯 基数 性 质 相 反 ,还 有 一 种 序数 命 


数 法 , 即 用 文字 中 的 字母 , 按 其 读 法 的 次 第 来 表示 数字 . 


这 种 原则 的 最 时 例证 是 腓 尼 基 (Phoenicia ) 的 命 数 法 . 它 大 概 是 


因为 商业 繁盛 ,需要 简约 的 记 数 方法 而 出 现 的 . 希 伯 来 (Hebrew) 和 
希腊 (Greek) 二 者 的 命 数 法 毫 无 疑义 是 从 腓 尼 基 来 的 :他 们 把 肤 尼 
基 的 数 制 连同 字母 段 单 全 收 ,甚至 连 字 母 的 读音 也 保留 着 . 


男 一 方面 ,今天 还 在 使 用 的 罗马 命 数 法 显然 是 古代 基数 方 


法 的 回归 .不 过 它 也 受 了 希腊 的 影响 , 它 的 某 些 单位 就 是 采用 字 
母 记号 ,诸如 X 为 十 ,C 为 百 ,M 为 干 等 .但 是 , 光 是 用 字母 来 代 
蔡 迎 尔 底 亚 (Chaldea) 人 或 埃及 人 的 象形 符号 ,都 还 不 足以 构成 
原则 上 的 改变 中 . 


全 ” 参 看 附录 4: 阿 基 洲 德 记录 大 数 的 方法 . 
一 19 一 


天 一 


[25] 


[26] 
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古代 命 数 法 的 演变 ,最 后 表现 为 希腊 的 序数 制 和 罗马 的 基 
数 制 .二 者 之 中 哪 一 个 较 好 呢 ? 如 果 命 数 法 的 唯一 目的 在 于 寻 
求 简 明 的 记 量 ,这 问题 才 有 意义 .然而 主要 的 问题 不 在 于 此 . 远 
比 这 个 重要 的 是 :这 种 数 制 是 否 适 用 计算 术 运 算 以 及 它 能 对 计 
算 提供 什么 方便 ? 

在 这 方面 ,对 这 两 种 方法 很 难 有 所 取舍 :二 者 都 不 能 创造 出 
一 种 普通 人 所 能 应 用 的 算术 来 .这 就 可 以 说 明 , 有 史 以 来 ,直到 
现代 的 位 置 命 数 法 出 现 以 前 ,计算 本 为 什么 很 少 进步 ， 

并 非 没 有 人 努力 研 求 这 种 数字 的 运算 法 则 .只 要 看 一 看 现 
时 一 般 人 对 一 切 计算 都 感到 的 极 大 散发, 就 可 以 晓得 这 些 法 则 
是 何等 的 困难 了 . 精 于 此 道 的 人 常 被 认为 有 着 天 赋 异 课 . 这 就 可 
以 解释 为 什么 从 远古 以 来 算术 一 疝 是 僧侣 们 所 勤奋 研究 的 东西 
了 .以 下 我 们 还 有 机 会 把 早期 数学 与 宗教 仪式 和 宗教 神秘 的 这 
等 关系 作 较 为 详尽 的 氢 述 .这 不 仅仅 在 科学 依附 于 宗教 的 古代 
东方 是 如 此 ,即使 开明 的 希腊 人 ,也 不 能 完全 的 逃避 数 与 形 的 这 
种 神秘 性 ， . 

而 且 , 在 某 种 程度 上 ,这 种 敬 豚 还 延续 到 了 今日 .普通 人 都 
认为 数学 的 特长 与 计算 的 敏捷 是 一 回 事 ,“ 你 原来 是 一 位 数学 家 
吗 ? 啊 , 那 么 你 对 于 所 得 税 的 申报 是 不 会 感到 麻烦 的 了 !” 哪 一 
位 数学 家 平生 没有 被 人 家 这 样 问 过 呢 ? 这 两 句 话 或 许 合 荐 无 意 
的 讽刺 ,难道 大 多 数 职 业 数 学 家 在 收入 问题 上 不 是 也 常常 发 生 
许多 麻烦 吗 ? 
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有 一 个 关于 15 世纪 一 位 德国 商人 的 故事 ,虽然 我 不 能 证 明 
确 有 其 事 , 可 是 它 把 当时 的 情形 表现 得 太 真切 了 ,不容 我 不 讲述 
一 下 .话说 这 位 商人 有 一 个 儿子 ,他 想 使 儿子 学 些 高 深 的 商业 教 


育 .于 是 他 去 求教 一 位 太 学 里 的 名 教授 ,该 把 儿子 送 到 哪儿 去 念 


书 .教授 回答 说 ;如 果 这 位 青年 的 数学 课程 将 只 限于 如 和 减 ,他 
可 以 进 国内 的 大 学 学 习 这 些 功 课 ;至 于 乘 和 除 的 学 问 ,他 说 ,还 
是 意大利 最 先进 ,他 认为 ,只 有 到 那里 去 才能 得 到 那 种 高 等 的 教 
育 . 

实际 上 ,当时 施行 的 乘法 和 除法 与 现代 所 指 的 匀 法 和 除法 ， 
简直 很 少 有 相同 之 处 . 辟 如 说 ,乘法 当时 是 指 次 第 采用 双 售 法 ， 
这 是 把 一 个 数 两 信 起 来 的 叫 法 .同样 ,除法 也 可 归 为 折 中 法 ,就 
是 把 一 个 数 “ 对 半分 ”. 中 世纪 算法 的 实际 情形 可 以 从 下 面 的 便 
子 中 看 出 来 . 它 写成 现代 的 符号 是 ; 


现 在 13 世纪 
46 46x2=92 
13 46x4=9%2x2= 184 
138 
46 46x8=184x2=368 


08 368 + 184+46= 598 


我 们 现在 可 以 理解 ,为 什么 人 类 如 此 执着 地 使 用 算盘 以 至 
于 账 板 这 类 东西 了 .现在 一 个 三 尺 童 子 就 能 进行 的 计算 ,在 那 时 
得 用 上 一 位 专家 ;今天 只 消 几 分 钟 的 事情 ,在 12 世纪 意味 着 几 
天 的 埋头 若干 . 

现代 一 般 人 驾驭 数字 ,大 为 灵 便 ,这 常常 引 来 作为 人 类 智力 
增长 的 证 据 .问题 的 真相 是 : 当时 遭 到 的 困难 ,实在 来 自 所 用 的 
命 数 法 ,因为 这 种 命 数 法 不 易 采 纳 简 单 清晰 的 法 则 .现代 位 置 命 
数 法 的 发 明 , 根 除了 这 些 障碍 ,使 算术 成 为 下 电 也 能 学 会 的 东西 
了 . 


了 


生活 .工商 业务 .地 产 和 奴隶 占有 赋税、 军事 组 织 等 等 日 趋 


复杂 一 一 一 切 都 需要 或 多 或 少 复杂 的 计算 ,它们 超出 了 屈指 技 
术 的 范围 .死板 而 又 不 实用 的 命 数 法 ,实在 不 足以 应 村 这 种 种 需 
要 . 那 末 ,人 类 在 现代 命 数 法 出 现 之 前 的 五 于 年 文明 生活 中 ,是 
怎样 应 付 这 些 困难 的 呢 ? 

答案 是 :人 们 一 开始 就 需 依 靠 机 械 方法 ,这 些 方法 虽然 因 时 
因 地 而 形式 各 有 不 同 ,但 原理 却 都 是 一 样 .马达 加 斯 加 (Mada- 
gascar) 的 奇妙 的 点 兵法 可 以 作为 典型 .士兵 列队 通过 一 条 窄 的 
过 道 ,每 一 士兵 经 过 即 投 下 一 个 石 卵 . 石 卵 满 了 十 个 ,就 在 表示 
十 的 另 一 堆 上 投 一 个 ,这 样 继续 计数 下 去 .第 二 堆 的 石 卵 积 满 十 
个 ,再 授 一 个 于 表示 百 的 第 三 堆 上 ,如 此 一 直到 全 体 士 兵 计算 完 
了 为 止 中 . 


计算 板 示 意图 


这 个 方法 离 讶 数 盘 或 算盘 就 只 差 一 步 了 ; 几乎 在 所 有 有 计 
数 技术 存在 的 国家 ,都 可 以 找到 这 样 或 那样 形式 的 计数 盘 或 算 
盘 .算盘 的 普通 形式 是 一 个 平 直 的 盘 , 中 间 分 成 一 系列 平行 的 
列 , 每 列 代表 一 个 不 同 的 十 进位 的 级 ,请 如 个 .十 . 百 等 . 盘 中 还 
设 有 一 组 算 子 , 用 以 表示 每 类 中 单位 的 个 数 .例如 ,要 将 574 用 


外 ”参看 附录 5: 克 谢 尔 克 谢 斯 点 兵法 . 


算盘 表示 , 则 在 最 末 一 行 , 拨 下 四 子 ; 末 行 前 面 一 行 , 拨 下 七 子 ; 


更 前 一 行 , 拨 下 五 子 .{ 风 左 图 ) 

已 知 的 许多 计数 盘 , 其 差别 仅 在 于 所 用 的 列 的 构造 和 算 子 
的 形式 不 同 . 希 腊 式 和 罗马 式 的 算 子 都 不 连 在 盘 上 ,而 中 国 今天 
的 算盘 (Suan-Pan)] , 算 子 是 穿孔 的 圆 珠 ,在 细 长 的 竹 杆 上 滑动 . 
俄国 的 计数 盘 和 中 国 的 相像 , 叫 作 “四 则 题 Szczety) ,也 有 一 个 
木 框 , 手 上 有 一 排 金属 杆 , 奸 上 穿着 滑动 的 圆 扣 作 为 算 子 .最 后 ， 
古 印 度 的 沙盘 ,很 可 能 在 原则 上 也 属于 一 种 算盘 , 它 是 用 写 在 示 
上 的 可 以 涂 掉 的 记号 作为 算 子 ， 

abaceus( 算 盘 ) 这 个 字 的 由 来 还 不 能 确定 .有 人 考证 它 出 自 
闪 族 语 的 abae( 沙 ); 又 有 人 相信 它 来 自 希 腊 文 abax (石板 ). 这 
种 工具 在 古 希 腊 已 广 证 使 用 ,我 们 在 希 罗 客 德 ( Herodotus) 和 波 
利 比 阿 (Polybius) 的 著述 里 都 可 查 到 .后 者 在 他 的 《通史 》( Histo- 
ria) 里 评论 马其顿 (Macedonia) 的 斐 利 普 第 二 (Philip 芽 ) 的 宫廷 
时 , 曾 作 下 面 的 讽 喻 : 

“正如 算盘 里 的 算 子 , 随 着 计算 者 的 离 兴 ,一 时 价值 万 

金 , 一 时 只 值 一 文 . 朝 中 诸 臣 因 国王 的 喜 怒 ,一 时 荣 通 方 隆 ， 

一 时 贱 如 草 苏 .” 

直到 今日 ,在 俄国 的 农村 和 整个 中 国 , 算 盘 还 是 常用 的 东 
西 ,算盘 和 现代 计算 器 还 在 那些 地 方 继续 竞争 .但 是 在 西欧 和 美 
国 , 算 盘 已 经 成 了 古董 ,大 多 数 的 人 只 能 在 图 画 中 见 到 它 . 很 少 
有 大 知道 ,在 他 的 本 国 里 ,只 在 几 百年 之 前 ,算盘 还 是 那样 地 流 
行 ,只 有 使 用 它 才 能 克服 笔 抽 的 命 数 法 所 不 能 胜任 的 许多 困难 . 


8 
人 们 如 果 回 想 一 下 位 置 原则 发 明 以 前 的 计算 史 , 就 会 对 当时 
成 就 之 少 感到 惊异 .在 这 大 约 五 千年 的 漫长 时 期 中 ,多少 文化 兴 


训 相 继 , 各 自 留 下 了 一 批文 学 .艺术 ,哲学 和 宗教 的 遗产 .但 是 在 
人 类 最 早 就 开始 实践 的 计算 技艺 这 个 领域 里 ,到 底 有 和 多少 真正 的 


[29] 
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成 就 呢 ? 那 种 死板 的 命 数 法 太原 始 了 ,使 得 进步 几乎 是 不 可 能 


的 ,计算 工具 的 范围 如 此 之 狭窄 ,以 臻 初等 计算 也 非 专 家 莫 办 .不 
仅 如 此 ,人 类 将 这 些 方 法 用 了 几 千 年 , 既 没 有 在 工具 上 作出 一 点 
儿 值 得 称道 的 改进 ,也 没有 在 数 制 上 提出 任何 重要 的 观念 来 . 

这 个 批评 也 许 看 来 过 分 严厉 了 ;毕竟 ,用 我 们 这 个 突飞猛进 
的 时 代 的 标准 来 权衡 远古 的 成 就 是 不 公平 的 .可 是 ,即使 是 和 中 
世纪 黑暗 时 氏 的 迟滞 的 思想 发 展 相 比较 ,计算 的 历史 也 星 现 一 
幅 罕 见 的 荒凉 停 语 的 图 画 . 

从 这 种 观点 看 来 ,印度 无 名 氏 在 公元 初期 的 几 个 世纪 所 发 
明 的 注重 原则 实在 是 一 件 有 世界 意义 的 大 兴 . 这 个 原则 不 但 是 
方法 上 的 根本 变革 ;而 且 . 现 在 我 们 知道 ,若是 没有 它 ,算术 .上 的 
任何 进步 都 是 不 可 能 的 .可 是 .这 原则 却 是 这 样 的 简单 ,今天 最 
笨 的 学 生 也 不 难 领 会 .在 某 种 程度 上 ,我 们 数字 语言 的 结构 本 身 
就 暗示 了 这 个 原则 .的 确 , 当 人 们 最 初 想 把 计数 盘 的 动作 译 成 数 
字 语 言 的 时 候 ,很 自然 会 发 现 这 种 位 置 原则 的 ， 

最 使 我 们 感到 困惑 的 是 , 连 古 希腊 的 伟大 数学 家 也 没 能 偶 
然 发 现 它 . 难 道 是 希腊 人 太 萄 视 应 用 科学 ,甚至 于 把 教育 子弟 的 
大 事 也 让 奴隶 去 做 吗 ? 要 是 真 个 如 此 ,为 什么 这 个 给 我 们 建立 
了 几何 学 并 且 把 这 门 科学 推进 得 如 此 深远 的 民族 , 连 一 种 初等 
的 代数 也 创造 不 出 来 呢 ? 代数 学 这 个 近代 数学 的 擎 天 柱石 也 起 
振 于 印度 ,并 且 几 乎 和 位 置 命 数 法 同时 出 现 ,这 事 不 是 同样 地 值 
得 奇怪 吗 ? 


9 


仔细 剂 析 一 下 我 们 现代 的 命 数 法 或 许 有 助 于 这 个 问题 的 解 
决 .位 置 原则 的 涵 意 是 ,一 个 数字 的 值 不 但 依赖 于 它 所 表示 的 自 
然 序 列 中 的 那个 元 素 , 同 时 也 依赖 于 它 在 数组 中 相对 其 它 符 号 
所 处 的 位 置 ,同一 个 2, 在 342,725,269 三 数 中 ,意义 是 各 不 相 
同 的 :在 第 一 个 数 中 , 它 代表 二 ;在 第 二 个 数 中 ,代表 二 十 ;在 第 


三 个 数 中 , 代表 二 百 .事实 上 ,342 不 过 是 三 百 加 四 十 加 二 的 缩 


“mix 是 1 业主 和 三 三] 


办 法 ,计数 盘 上 的 342 就 
是 用 右 图 表示 的 .前 面 已 经 说 过 ,只 要 将 这 个 办 法 译 成 数字 语 
言 ,看 来 就 足以 得 出 我 们 今日 所 用 的 命 数 法 了 . 

不 错 ! 可 是 还 有 一 个 困难 . 当 我 们 想 把 计数 盘 的 演算 永久 
记录 下 来 时 ,会 遇 到 这 样 的 障碍 := = 这样 一 个 记号 ,可 以 代表 
下 列 任 何 一 个 数字 :32,302 ,320,3 002 等 等 .要 避免 这 种 含糊 之 
处 ,必须 找 出 某 种 办 法 ,把 其 中 的 空隙 表 示 出 来 ,也 就 是 说 ,我 们 
需要 一 个 表示 空位 的 记号 . 

_ 因而 我 们 可 以 看 出 ,在 没有 发 明 一 个 表示 空 级 的 符号 ,表示 

无 的 符号 ,也 即 我 们 现代 的 零 以 前 ,任何 进步 都 是 不 可 能 的 .十 
希腊 人 的 思想 是 具体 的 ,他 们 领会 不 到 虚无 也 是 一 个 数 ,更 不 会 
用 一 个 记号 来 代表 虚无 . 

即使 是 印度 的 那 位 汛 名 氏 也 没有 把 零 看 作 是 元 的 符号 . 印 
度 的 零 字 一 一 sunya 的 意义 是 空 或 空白 ,但 没有 “ 虚 " 或 “无 "的 意 
思 . 所 以 ,就 各 方面 看 来 , 零 是 在 想 把 计数 盘 的 演算 作 永 久 记 录 
时 ,为 了 避免 含糊 而 偶然 产生 的 东西 . 


10 


印度 的 sunys 如 何 变 成 今日 的 零 ,实在 是 文化 史 中 最 有 趣 
的 一 章 . 当 10 世纪 的 阿拉 伯 人 采用 印度 的 命 数 法 时 ,他 们 把 印 
度 的 sunya 译 成 他 们 自己 的 sifr, 这 个 阿 控 伯 字 的 意义 是 * 空 ”. 
到 印度 一 阿拉 伯 命 数 法 最 初 传 入 意大利 的 时 候 ,sif 就 拉丁 化 而 
成 了 zephirum .这 是 13 世纪 初叶 的 事 ;在 这 以 后 的 一 百年 间 , 它 
又 经 历 了 一 系列 变化 ,最 后 成 为 意大利 字 zero. 

闫 不 多 就 在 这 时 候 ,约旦 纳 斯 :内 模 雷 利 奥 斯 (Jordanus Ne- 
merarius) 将 阿拉 伯 数 制 传人 德国 .他 保留 了 阿拉 人 怡 原 字 , 但 略 作 


[31] 


~ 


32] 


[33 


tr 


变形 ,成 为 cifra. 在 其 后 的 一 段 时 间 内 ,欧洲 的 学 术 界 还 党 用 
cifra 这 个 字 及 其 变 体 来 表示 零 的 意义 ;这 一 点 可 以 从 19 世纪 最 
后 一 位 用 拉丁 六 写作 的 数学 家 ,伟大 的 高 斯 (Gauss) 仍 应 用 cifra 
表示 零 的 意义 看 出 来 .在 英文 里 ,cifra 变 成 了 cipher, 还 保存 着 

当 财 一 般 人 对 于 这 种 新 命 数 法 的 态度 由 下 述 事 实 可 见 一 
班 ; 当 它 刚 刚 传 入 欧洲 时 ,大 们 把 cifra 这 个 字 当 作 表 示 秘 密 的 
符号 ,不 过 ,这 种 含义 在 后 来 几 百 年 中 完全 失去 了 .英文 动 闷 de- 
cipher( 解密) 就 是 保持 这 个 早期 遗物 的 碑 馅 . 

这 种 计数 法 的 第 二 个 阶段 ,新 的 计算 法 得 到 更 为 广泛 的 传 
播 ,重要 的 是 ,大 家 已 经 注意 到 零 在 新 数 制 中 所 占 的 重要 地 位 . 
的 确 , 他 们 把 整个 数 制 和 它 的 主角 cifra 等 同 起 来 了 ,这 就 解释 . 
了 ,为 什么 这 个 字 的 不 同形 式 ziffer, chiffre ,等 等 ,在 今日 欧洲 具 
有 数字 的 意 文 . 

普通 人 用 cifra 指数 字 , 知识 界 由 cifra 指 零 ,这 个 字 的 双重 
意义 引起 了 相当 大 的 混乱 .学 者 们 希望 恢复 这 字 的 原 义 ,可 是 没 
有 效果 :因为 普通 和 人 人 所 用 的 意义 已 经 根深 蒂 固 了 .知识 界 只 好 向 
大 僻 让 步 ,用 意大利 文 的 zero 来 表示 今天 所 用 的 那个 意义 , 问 
题 才 算 最 终 得 到 了 解决 . 

algorithm( 算法) 这 个 字 也 辐 样 的 有 趣 . 这 个 字 现 在 的 意义 
是 指 这 样 的 一 种 数学 程序 : 它 所 包含 的 步 又 ,数目 是 不 确定 的 ， 
而 其 每 一 步骤 都 要 应 用 前 一 步骤 的 结果 .可 是 在 第 10 到 第 15 
世纪 ,algorithm 和 位 置 命 数 法 是 同 义 的 ,我 们 现在 知道 ,这 个 字 
不过 是 河 勒 * 花 刺 子 米 (Al Kworesmi) 的 齐 用 ,这 是 9 世纪 一 位 阿 
拉 伯 数学 家 的 名 字 , 他 所 著 的 书 { 拉 丁 文 译 本 ) 是 传 到 欧洲 的 有 
关 这 个 论题 的 第 一 部 著作 . 
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在 今日 ,位 置 命 效 法 已 经 成 为 我 们 日常 生活 的 一 部 分 了 ， 


i 


这 方法 是 优越 的 ,记号 紧凑 ,计算 容易 而 精确 ,看 起 来 它 必定 


会 马上 受到 普遍 的 欢迎 .事实 上 ,这 个 过 渡 时 期 一 点 儿 也 不 
短 ,拖延 了 好 儿 个 世纪 . 墨 守 陈 规 的 珠算 家 和 主张 改革 的 笔算 
案 之 间 的 斗争 ,从 11 世纪 持续 到 15 世纪 ,经 历 了 通常 难以 避 
免 的 蒙昧 的 和 反复 的 阶段 . 有些 地 方 ,阿拉 伯 数 字 不 许 用 在 公 
文 上 :又 有 些 地 方 ,这 种 方法 完全 被 禁止 了 .只 是 照例 ,禁止 不 
但 不 能 根除 反而 促进 了 它 的 流传 黑 了 ,这 从 13 世纪 意大利 的 
文献 中 可 找 出 很 多 证 据 ,看 来 ,当时 的 商人 把 阿拉 伯 数 字 用 来 
作为 一 种 密码 . 

不 过 ,在 一 个 短 时 期 内 ,反动 确 能 阻止 新 数 制 的 进步 和 发 
展 .的 确 , 在 这 些 过 渡 的 世纪 中 ,计算 法 上 并 没有 什么 举 足 轻 
重 的 改进 .只 是 数字 的 外 形 发 生 了 一 系列 的 改变 ;这 倒 并 不 是 
意 在 改进 ,而 是 因为 当时 的 课本 都 是 手 抄 的 .实际 上 , 非 到 印 
出 本 采用 之 后 ,数字 是 不 能 定形 的 .顺便 说 一 句 ,印刷 术 对 数 
字 的 固定 影响 如 此 之 大 ,以 至 今天 的 数字 ,大 体 还 和 15 世纪 
的 外 观 相同 . 
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至 于 笔算 家 什么 时 候 得 到 最 后 的 胜利 ,确切 的 日 期 已 经 找 
不 到 了 .我们 只 知道 在 16 世纪 初叶 ,新 命 数 法 的 优越 性 已 经 无 
可 争议 了 .此 后 进步 便 台 无 阻力 ,在 随后 一 百年 的 时 间 里 ,一切 
关于 整数 及 分 数 和 小 数 的 演算 法 则 ,其 范围 和 形式 实际 上 都 和 
我 们 今天 学 校 里 所 教 的 没有 什么 两 样 了 马 ， 

再 过 一 个 世纪 ,珠算 家 及 其 所 代表 的 高 论 ,都 完全 为 人 们 所 
访 记 ,以 至 欧洲 各 民族 开始 把 位 置 命 数 法 当 作 他 们 自己 的 国粹 
了 .例如 ,19 世纪 初 在 德国 ,阿拉 伯 数 字 被 称 为 Deutsche( 德 国 
的 ,以 别 于 被 认为 是 洋货 的 罗马 数字 


中 做 看 附录 6: 小 数 的 历史. 
一 27 一 


一- 


34] 


算盘 本 身 ,在 西欧 18 世纪 已 经 绝迹 . 它 在 十 分 奇妙 的 情况 
135] 下 ,于 雪 世 纪 初 叶 又 重新 出 现 ,数学 家 彭 色 列 (Poncelet) 是 拿 破 
仑 手下 的 一 仓 将 军 ,他 在 攻 俄 之 役 变 成 了 俘虏 ,并 且 在 俄国 被 拘 
甸 了 许多 年 .他 回 到 法 国 的 时 候 , 带 回 的 各 种 稀罕 物件 中 ,就 有 
一 个 俄国 算盘 .以 后 许多 年 , 闽 色 列 带 回 的 这 件 进 口 货 被 认为 是 
“ 层 蛮 人 “的 稀罕 玩意 儿 . 这 种 民族 性 的 健忘 症 在 文化 史 中 原 是 
屡见不鲜 的 .即使 在 今天 的 受过 教育 的 人 中 ,有 几 个 人 知道 , 仅 
在 四 百年 前 , 届 指 计数 还 是 普通 人 唯一 的 计算 手段 ,而 计数 盘 则 
只 有 当时 的 计算 专家 才 会 使 用 呢 ? 
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十 之 和 八 九 是 作为 代表 计数 盘 上 的 空 行 面 产生 的 记号 一 一 印 
度 字 sunya, 看 来 注定 要 成 为 文化 进展 的 转 按 点 .没有 它 ,今天 的 
科学 、 工 业 和 商业 的 发 展 都 是 不 可 想象 的 .这 个 伟大 的 发 现 影响 
所 及 绝 不 限于 算术 .通过 为 推广 数 的 概念 铺 平 了 道路 , 它 在 数学 
的 几乎 每 一 个 分 支 都 起 着 同样 重要 的 作用 .在 文化 史上 , 零 的 发 
现 永 远 标志 着 人 类 最 伟大 的 独一无二 的 成 就 ， 

一 个 伟大 的 发 现 ! 不 错 , 但 它 正 和 许多 对 人 类 生活 有 着 深 
远 影响 的 早期 发 现 一 样 ~ 一 不 是 刻苦 研究 的 报酬 , 而 是 盲目 撩 
到 的 礼物 . 


“本 质 上 说 ,. 凡 美的 .确定 的 .作为 知识 之 对 象 的 ， 
此 先 于 不 确定 的 .不 可 知 的 与 玫 的 .” 
一 一 足 骞 马克 (Nicomachus) 
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数学 中 没有 任何 其 他 两 个 分 支 比 算术 和 数论 更 为 截然 相反 
的 了 . 

算术 以 其 法 则 的 极 大 善 记性 和 简单 性 ,使 得 最 条 的 人 也 能 
领悟. 实际 上 ,计算 的 敏捷 不 过 赁 着 记忆 力 , 而 神速 的 计算 家 也 
不 过 是 一 架 肉体 的 机 器 ,其 优 于 机 器 的 好 处 之 一 ,不 过 是 行动 方 
便 罢了 . 

男 一 方面 ,数论 却 是 数学 中 所 有 部 门 里 面 最 最 难 的 一 门 .不 
错 , 它 的 问题 陈述 出 来 ,实在 简单 得 连 三 尺 孩 童 也 能 明白 所 讨论 
的 是 什么 .但 是 , 它 所 使 用 的 方法 却 是 那样 的 独特 ,必须 有 非凡 
的 机 巧 和 极 大 的 敏 才 ,才能 找到 恰当 的 入 门 之 处 .这 里 是 直 党 大 
显 身手 之 地 . 现 已 了 解 的 各 种 性 质 ,大 半 是 依靠 一 种 所 谓 妇 纳 法 
的 办 法 而 发 现 的 .有 些 陈 述 ,多少 世 纪 来 都 认为 是 正确 的 ,后 来 
却 证 明 是 错 了 ;还 有 好 些 问 题 ,至 今 仍 在 向 许多 最 伟大 的 数学 家 
的 能 力 挑战 ,而 没有 得 到 解决 ， 

算术 蚌 一 切 数学 的 基础 ,不 论 纯 畔 数学 还 是 应 用 数学 . 它 是 
一 切 科学 中 最 有 罚 的 ;而 且 也 许 在 人 类 的 知识 中 ,没有 哪 一 门 在 
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大 和 群 中 有 更 广泛 的 传播 了 . 

另 一 方面 ,数论 是 数学 中 应 用 最 少 的 一 个 分 支 .不 但 至 今 对 
技术 的 进展 没有 行 么 影响 ,即使 在 纯粹 数学 的 领域 中 ,也 经 常 处 
于 孤立 地 位 ,和 整个 科学 体系 只 有 泛泛 的 联系 . 

习 懂 于 用 实用 观点 来 解释 文化 中 的 人 ,会 断定 算术 早 于 数 
论 . 然而 恰恰 相反 ,整数 论 是 数学 中 最 古老 的 分 支 之 一 :而 现代 
的 算术 ,其 历史 还 不 到 四 百年 . 

这 在 文字 史 中 也 往 到 反映 .希腊 文 的 arithmos 是 数 的 意思 ， 
而 arithmetica 这 个 字 , 甚 至 迟 至 17 世纪 ,还 是 指数 论 而 言 .我 们 
今天 所 谓 的 arithmetic( 算 术 ), 实 在 是 希腊 人 称 作 logistica 的 , 它 
在 中 世纪 时 , 则 称 为 agorsm ,这 在 上 面 已 经 说 过 了 . 
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我 行将 谈 到 的 麻 妙 的 故事 .虽然 对 于 其 他 的 一 些 数 学 概念 
的 发 展 很 少 直接 关系 ,但 是 为 了 说 明 这 些 概念 的 进化 过 程 , 却 似 
乎 没有 其 他 更 好 的 方法 了 . 

自古 以 来 ,人 类 研究 的 对 象 只 是 整数 的 个 别 的 特性 ,至 于 它 
的 更 加 内 在 的 本 性 , 则 看 作 是 理所当然 的 事情 ,不 予 追 究 , 我 们 
怎样 去 解释 这 种 怪 现 象 呢 ? 

人 类 的 生活 ;人 弄 用 孟 德 斯 雹 (Monlesquieu) 的 一 句 名 言 来 说 ， 
不 过 是 一 系列 徒然 的 希望 和 没有 根据 的 惠 惯 . 这 种 希望 和 丽 惧 ， 
今天 表现 为 虚无 秋 渺 的 宗教 神秘 ,在 十 代 则 表现 为 更 具体 和 明 
显 的 形式 ,星辰 .石头 .走兽 .草木 .文字 和 数字 ,都 成 为 人 类 命运 
的 先兆 和 代表 . 

一 切 科 学 的 起 源 都 可 以 调 源 于 对 这 种 神秘 影响 的 思索 . 星 
相 学 先 于 天 文学 ,化 学 产生 于 炼金 术 ,数论 的 前 身 是 一 种 神 数 
术 , 直 到 今天 ,在 其 他 葛 明 其 妙 的 旁 门 左 道 和 预兆 中 , 它 依然 存 
在 着 . 
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“七 个 祭司 拿 着 七 个 羊 前 绕 耶 利 哥 {Jericho) 城 七 天 ,到 第 七 
旧地 们 绕 占 七 图 “下 

造成 洪水 泛滥 的 暴雨 一 连 下 了 四 十 个 白天 和 四 十 个 夜晚 ， 
靡 西 (Moses) 在 西奈 (Sinai) 山 上 和 耶和华 (Jehovah) 商 谈 了 四 十 
天 又 四 十 夜 . 以 色 列 (Israel) 的 子孙 在 荒野 中 漂泊 了 四 十 个 年 
头 ， 

6,7 和 40 是 希 伯 来 人 的 预兆 数字 , 基督教 的 神学 把 七 承继 
了 于 来 ,例如 :七 种 死罪 .七 德 .上 帝 的 七 灵 .圣母 玛 利 亚 {(Virgin 
Mary) 的 士 乐 .从 玛 达 林 (Magqalen) 身 上 赶 出 的 七 个 麻 眠 . 

巴比伦 人 和 波斯 人 偏爱 60 和 它 的 倍数 . 克 谢 尔 克 谢 斯 
(Xerxes)@ 把 海 列 斯 束 特 (Hellespont) 痛 鞭 三 百 爸 , 大 流 十 {Dar- 
ius ) 则 因为 他 的 一 匹 神 马 淹 死 在 河 里 ,下 令 把 金 德 斯 (Gyndes) 
河 控 成 三 百 六 十 道 壕沟 . 

揭 袁 加 勒 (Poinears ) 说 ,宗教 性 的 数 , 随 地 区 的 不 同 而 不 疝 . 
虽 则 3,7.10,13,40 和 60 特别 受 宠 ,可 是 几乎 其 他 每 一 个 数 在 
某 一 地 方 和 某 一 时 期 也 都 曾 被 赋 以 神秘 的 意义 .例如 巴比伦 人 
把 他 们 的 每 一 个 神 各 配 以 一 个 60 以 于 的 数 ,这 个 数 表 明 这 位 神 


名。 典 吗 4 旧 约 : 约 书 亚 纪 》 所 载 约 书 亚 攻 陷 陡 利 哥 城 的 故事 ,一 一 译 


者 

名 ”此 名 有 具 西 斯 . 泽 尔 王 等 不 同 译 法 ,此 处 采用 王宫 售 译 希 轴 多 德 
《历史 ( 希 脐 波 斯 战争 由 六 一 书 {1962 年 商务 版 ) 的 译名 .一 一 详 者 

晤 ”这 件 事 籽 你 中 国 & 史 记 # 上 所 载 秦始皇 的 故事 .秦始皇 “着 大 风 ， 
几 不 得 渡 ” ,就 “大 怒 . 合 州 竺 三 干 人 人 管 伐 湘 山 树 , 博 其 山 ." 在 这 里 ,这 位 波 
斯 大 下 克 谢 尔 克 谢 斯 要 入 侵 希 腊 , 要 在 达 达 尼 尔 海 峡 { 海 列 斯 闽 特 是 达 达 
尼 尔 海 峡 的 汪 和 名 } 架 桥 , 洲 过 他 的 大 军 . 桥 刚 架 好 ,立刻 被 风 涛 挫 峻 .这 位 
太 王 大 荡 ,下令 把 海 痛 革 一 顿 ,还 派 烙 印 师 去 把 海 加 上 烙印 ,把 一 副 脚 儿 
授信 海里 .一 一 译 者 


[39 


[i 


灵 在 灵 凤 丑 里 的 品位 . 

与 巴比伦 人 显著 相似 的 是 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 学 派对 
数 的 崇拜 .他 们 似乎 害怕 由 于 忽视 了 某 个 数 而 彤 犯 了 它 , 因 而 对 
50 以 下 的 数 大 半 都 给 与 一 个 神圣 的 意义 . 
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神 数 术 中 最 荒诞 不 经 但 又 普遍 流行 的 是 所 谓 字 教 本 
(Cematria). 希 伯 来 文 和 希腊 文 的 每 个 字母 都 有 双重 意义 :一 是 
音 , 一 是 数 .一 字 中 各 字母 的 数 的 总 和 就 是 这 个 宇 的 装 . 从 字数 
术 的 观点 来 看 ,如 果 两 个 字 的 数 加 起 来 是 相等 的 ,它们 就 是 等 价 
的 .从 古 以 来 ,不 但 在 注释 圣经 的 章节 时 ,就 使 用 了 字数 术 , 并 且 
还 有 迹象 表明 ,圣经 作者 本 人 也 曾 实践 过 这 种 艺术 .例如 亚 伯 拉 
罕 (Abrakam ) 赵 去 援救 他 的 兄弟 以 利沙 (Eliasar) 的 时 候 , 带 了 
318 名 奴隶 , 希 伯 来 文 的 以 利沙 加 起 来 正 等 于 318, 这 难道 只 是 
偶合 吗 ? 

在 各 种 希腊 文集 里 ,可 以 找到 许多 字数 术 的 例子 .三 位 英雄 
的 名 字 : 帕 特 洛 克 罗斯 (Patroclus) , 赫 克 托 {Hector) 和 阿 基 里 斯 
(Achilles) ,各 自 加 起 来 的 数字 是 87, 1 225 和 1 276. 由 于 这 一 - 
点 , 阿 基 里 斯 就 当然 独占 获 头 了 了 中, 有 位 诗人 人 ,为 了 要 容 辱 他 的 
情敌 塔 马 葬 拉 斯 (Thamagoras) ,特地 证 明 这 个 名 字 和 Joimos 一 一 
一 种 可 怕 的 瘟疫 相等 价 . 

基督 教 的 神学 特别 利用 字数 术 来 解释 过 去 及 预测 未 来 . 具 
有 特别 意义 的 是 666, 这 是 启示 录 中 的 兽 的 数 . 天 主教 的 解 灵 
是 ,这 兽 就 是 反 基督 .一 位 与 路 德 (Luther) 同 时 的 天 主教 神学 家 
彼得 :邦交 斯 (Peter Bungus) , 写 了 一 本 近 七 百 页 的 神 数 术 的 书 . 


中 三 大 均 为 希腊 史诗 《伊利 亚 特 》 中 的 英雄 . 帕 特 洛克 罗斯 与 特 阁 
执 主 将 严 克 托 交 战 , 被 赫 克 托 所 杀 . 阿 基 里 斯 既而 上 和 阵 , 杀 赫 克 托 以 报 全 ， 
三 人 的 战斗 ,为 史诗 高 潮 之 一 .一 一 译 者 


这 本 著作 的 大 部 分 都 是 论述 神秘 的 666, 他 发 现 这 和 路 德 的 名 


党 等 价 ; 据 此 ,他 把 这 看 作 是 路 德 是 反 基 督 中 的 确 蔓 证 据 . 路 德 
作 了 回答 ,他 把 666 解释 为 对 教皇 统治 的 年 限 的 预告 ,他 庆幸 这 
个 期 限 已 经 快 到 尽头 了 ， 

今天 的 虔诚 的 希 伯 来 学 者 还 把 字数 术 作 为 课程 的 一 部 分 . 
这 些 学 者 对 于 圣经 用 词 的 双重 意义 如 此 熟练 ,这 可 以 由 下 面 的 
似乎 不 可 能 的 特技 看 出 . 希 伯 来 的 法 典 家 {Talmudist) 可 以 说 出 
一 连 串 锌 此 毫 不 相关 的 数字 ,有 时 达到 五 百 或 更 多 些 . 他 连续 说 
十 分 钟 之 久 ,同时 与 他 谈话 的 人 把 这 些 数字 都 记录 下 来 . 然后 他 
重 说 一 凯 .结果 数字 和 次 序 毫 无 差错 .他 已 经 记 住 了 这 一 大 串 数 
字 吗 ? 不 是 的 ,他 不 过 是 把 希 伯 来 文 圣经 的 某 些 章节 用 字数 本 
译 出 来 墨 了 . 
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我 们 再 回 过 来 说 数字 崇拜 . 它 在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 哲学 中 
得 到 最 高 的 表现 .他 们 认为 侦 数 是 可 分 解 的 ,从 而 也 是 容易 消失 
的 、 阴 性 的 .属于 地 上 的 ;而 奇数 则 是 不 可 分 解 的 .阳性 的 .属于 
天 上 的 . 

每 一 个 数目 都 与 人 的 某 种 性 质 相合 . 一 表示 理性 ,因为 理性 
是 不 变 的 ;二 表示 意见 ;四 表示 公平 ,因为 它 是 第 一 个 平方 数 , 是 
两 个 相等 数 的 乘积 ;三 表 示 婚 姻 , 因 为 它 是 第 一 个 阴性 数 和 第 一 
个 阳性 数 的 结合 . (一 不 作 育 数论 ,而 是 一 切 数 的 源 . ) 

奇怪 得 很 ,我 们 在 中 国 的 神话 里 , 找到 与 这 十 分 一 致 的 情 
形 . 中国 的 奇数 象征 : 白 . 县 , 热 . 日 . 火 ;偶数 反 过 来 ,象征 黑夜 、 
冷 . 物 .水 .地 .用 数字 排 成 一 个 圣 图 , 叫 作 《 洛 书 》, 如 果 用 适当 的 
方法 使 用 它 就 会 有 神奇 的 性 质 . 


外 ”在 那个 时 代 的 欧洲 ,“ 反 基督" 是 一 个 令 人 毛发 悚 然 的 罪名 ,就 像 
中 国 封建 时 代 谥 人 为“ 非 圣 犯 上 "一 样 .一 一 译 者 
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“创造 诸 神 和 人 类 的 神圣 的 数 啊 ! 不 您 网 福 我 们 ! 寄 ! 
圣洁 的 .圣洁 的 四 (tetraktys) 啊 ! 您 孚 痛 闭 永 流 不 息 的 创造 
源泉 ! 因为 您 起 源 于 纯洁 而 深奥 的 一 ,渐次 达到 圣洁 的 四 ; 
然后 生出 圣洁 的 十 , 它 为 天 下 之 其, 无 所 不 包 , 无 所 不 属 , 首 
出 命 世 ,未 不 偏 倚 , 永 不 伴 息 ,成 为 万 物 之 锁 钊 ,” 

这 就 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 于 tetraktys 的 祷 文 . tetraktys 就 是 
芭 四 , 它 被 认为 代表 四 种 元 素 ; 火 .水 . 气 , 土 .对 十 就 是 由 前 四 个 
数 1,2,3,4 结合 而 产生 出 来 的 .有 一 个 有 偿 的 故事 说 , 毕 达 格拉 
斯 命令 一 个 新 门徒 计数 直到 四 ,他 说 ; 

“看 吧 , 你 以 为 是 四 的 ,实际 乃 是 十 ,是 一 个 完全 三 镍 
形 , 是 我 们 的 口令 .” 

提 到 完全 三 角形 是 很 重要 的 : 它 看 来 表明 在 早期 的 希腊 时 
氏 , 数 是 用 圆 点 来 记录 的 . 附 图 示 有 三 角形 数 1,3,6,10,15 和 平 


SiI=T) S2= T+Ts HS3=Ty+T3 S41=Ta+ Tn Ss= 了 (+ Ts 
三 角形 数 和 平方 数 
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方 数 1,4,9,16,25 等 .这 正 是 数论 的 实际 开端 ,这 种 对 几何 直觉 


的 依赖 是 很 有 趣 的 . 毕 达 哥 拉 斯 派 知道 , 任 一 级 平方 数 等 于 其 同 
级 的 三 角形 数 和 它 的 前 一 级 的 三 角形 数 之 和 .他 们 的 证 法 是 把 
各 点 划分 为 两 组 ,再 如 次 图 所 示 , 把 它们 加 以 计数 . 把 这 个 方法 
和 现在 聪明 的 中 学 生 所 用 的 方法 比较 ,其 为 有 趣 .第 = 级 的 三 
角形 数 显然 为 1+2+3+… +#, 它 是 一 个 算术 级 数 之 和 ,其 值 
等 于 中 2 同 理 , 它 前 一 级 的 三 角形 数 是 性. 简单 的 
代数 即 可 证 明 这 两 数 之 和 等 于 第 ”级 平方 数 , 即 n?, ( 见 34 页 
图 ) 

到 了 现在 ,除了 平方 和 立方 两 个 名 词 外 ,这 种 早期 的 几何 起 
源 再 没有 剩 下 什么 了 .三 角形 数 和 更 一 般 的 多 边 形 数 都 没有 什 
么 科学 上 的 意义 .然而 直到 尼 害 马克 (公元 100 年 ) 的 时 代 ,它们 
还 是 算术 研究 的 主要 对 象 呢 0. 


了 


毕 达 哥 拉 斯 派 这 种 神秘 哲学 , 虽 则 对 于 希腊 所 有 思想 家 
包括 柏拉图 {Plato) 和 亚 里 十 多 德 (Aristotde ) 的 沉思 都 留 下 了 
极 诬 刻 的 印象 ,可 是 它 的 来 源 却 还 是 一 个 争辩 未 决 的 问题 , 现 
代 人 为 理性 主义 所 浸润 ,很 可 能 把 这 种 虚 夺 的 数字 崇拜 看 作 
一 种 系统 化 了 的 迷信 ,可 是 如 果 我 们 以 历史 的 透视 概 光 来 看 ， 
我 们 就 会 采取 一 种 比较 宽 宏 的 态度 了 . 剥 去 其 宗教 神秘 主义 ， 
毕 达 哥 拉 斯 派 哲 学 包含 的 基本 观念 是 , 唯 有 通过 数 和 形 ,才能 
把 握 宇 宙 的 本 性 . 毕 达 哥 拉 斯 的 高 座 弟 子 非 洛 拉 乌 (Philolaus 
和 另 一 位 可 以 列 入 新 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 尼 寇 马克 都 表达 了 这 
种 思想 ， 

“一 切 可 能 知道 的 事物 ,都 具有 数 ; 因 为 没有 数 而 想 想 


中 ”参看 附录 3: 几 何 中 的 神秘 . 


[43] 
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象 或 了 解 任 何事 物 是 不 可 能 的 ."( 菲 洛 拉 岛 ) 

“自然 依据 精巧 的 蓝图 所 安排 的 万 物 , 不 论 是 单独 的 还 
是 整体 的 ,都 像 是 被 按照 数 来 创造 一 切 的 先知 和 理性 所 挑 
选 出 来 并 排列 成 序 的 ,它们 只 能 由 心灵 来 领会 ,因而 是 完全 
无 形 的 ;但 是 是 真实 的 ;的 确 , 是 真正 真实 的 ,永恒 的 ."( 尼 
寇 马克 ) 


8 


当 有 人 间 毕 达 哥 拉 斯 ,“ 朋 友 是 什么 ?” 他 回答 说 :“ 这 是 第 二 
个 我 ,正如 220 与 284, "用 现代 术语 来 说 ,其 意 是 :284 的 除数 是 
1,2,4,71 和 142, 加 起 来 得 220; 而 220 的 除数 是 1 ,2,4,5,10， 
11,20,22,44,55 和 110, 它 们 加 起 来 也 得 284. 毕 达 请 拉 斯 派 称 
这 种 数 为 友 孝 . 

寻找 这 种 一 对 对 的 数 ,希腊 人 人 认为 是 一 种 极 有 趣 昧 而 又 相 
当 繁 难 的 问题 .这 种 数 是 否 有 无 限 对 ?这 个 一 般 性 的 问题 ,至 今 
尚未 能 解决 , 虽 则 已 经 找 出 差不多 一 百 对 了 . 

印度 人 其 至 在 毕 达 哥 拉 斯 之 前 就 已 经 知道 友 数 了 . 由 圣 
经 的 若干 章节 看 来 ,好 像 希 伯 来 人 也 把 这 种 数 认 作 是 一 种 吉 
兆 . 

有 一 个 未 经 证 实 的 中 世纪 的 故事 说 :有 一 位 天 子 的 名字 在 
字数 术 上 与 284 等 价 . 他 因此 要 寻求 一 位 名 字 代 表 220 的 新 娘 ， 
他 相信 这 才 是 上 天 保证 的 美满 姻缘 . 
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接着 还 有 所谓 “ 完 数 ”. 先 看 像 14 这 样 的 数 : 将 它 的 陈 数 1， 
2 和 7 相 加 ;得 到 10. 因 此 14 比 它 自己 的 除数 之 和 大 ,由 于 这 个 
原因 , 它 叫 作 盈 数 . 另 一 方面 , 12 的 除数 之 和 是 16, 比 12 大 ,由 
于 这 个 原因 ,12 叫 作 亏 数 . 完 数 则 既 不 一 余 , 也 不 亏欠 , 它 恰 恰 
等 于 它 自 己 的 除数 之 和 . 


最 小 的 完 数 是 6 和 28, 印度 人 和 和 希 伯 来 人 早 就 知道 它们 
了 .有 些 圣经 注释 家 认为 6 和 2 是 上 帝 创造 世界 时 所 用 的 基本 
数字 . 他们 指出 ,创造 世界 花 了 六 天 ,二 十 八 天 则 是 月 亮 绕 地 一 
周 的 日 数 . 有 人 更 进 而 解释 洪水 之 后 第 二 次 创造 世界 之 所 以 不 
完美 , 乃 因 为 在 诺 亚 (Noah) 方 舟 上 得 救 的 是 八 个 人 ,而 不 是 六 
个 人 . 

至 " 奥 古 斯 (St., Augustine) 说 : 

“6 这 个 数 本 身 就 是 完全 的 ,并 和 不 因为 上 帝 造 物 用 了 六 

天 ;事实 恰恰 相反 ,因为 这 个 数 是 一 个 完 数 ,所 以 上 帝 在 六 

天 之 内 把 一 切 事物 都 造 好 了 ,即使 没有 六 天 创造 世界 这 种 

事 ,6 仍旧 不 失 其 为 完 数 .” 

接 下 去 的 两 个 完 数 看 来 是 尼 完 马克 发 现 的 .我 们 引 其 《 数 
论 》{Arithmetica) 中 的 一 段 如 下 ; 

“也 次 是 这 样 ; 正 如 美的 、 摆 绝 的 东西 是 罕有 的 ,是 容 荔 

计数 的 ,而 恬 的 . 坏 的 东西 却 液 莫不 已 ;是 以 番 数 和 亏 数 非 

常 之 多 ,杂乱 无 章 ,它们 的 发 现 也 毫 无 系统 .但 是 完 数 则 易 

于 计数 ,而 且 又 硕 理 成 章 : 因为 在 个 位 数 里 只 有 一 个 6; 十 

位 数 里 也 只 有 有 一 个 28; 第 三 个 在 百 位 数 的 深 处 ,496; 第 四 

个 却 在 千 位 数 的 昆 巴 上 , 萎 近 一 五 ,是 8128. 它 们 具有 一 至 

的 特性 :尾数 都 是 6 或 8, 而 且 永 远 是 偶数 .” 

如 果 尼 寇 马克 的 意思 暗 指 每 一 级 位 数 中 都 有 一 个 完 数 , 那 
么 他 就 错 了 ,因为 第 五 个 完 数 是 33 550 336. 不 过 他 的 猜想 在 其 
他 各 方面 却 很 高 明 . 奇 完 数 的 不 可 能 性 虽然 一 直 没 有 得 到 证 明 ， 
却 从 来 没有 见 过 这 种 数字 的 例子 .还 有 , 偶 完 数 的 尾数 不 是 6 就 
是 8, 这 是 已 经 被 证 明了 的 . 

希腊 大 非常 重视 完 数 , 欧 几 里 得 (Euclid) 在 他 的 《几何 原 
本 》 中 特 辟 专 章 论 述 , 即 可 兄 一 斑 . 其 中 ,他 证 明 凡 是 具有 


45] 


2*(2"+1 1) 形式 的 数 ,车 第 二 个 因数 (2"*! - 1) 是 质数 , 则 该 !46] 


数 就 是 一 个 完 数 . 令 n=1,2,4,6,12,16,18,30,60,88,106, 


126 ,我 们 就 得 出 今天 所 知道 的 十 二 个 完 数 .我 们 只 要 想到 第 
十 二 个 完 数 有 七 十 七 位 ,就 可 以 想象 得 到 验证 这 些 数 的 困难 
性 -更 不 寻常 的 是 , 欧 几 里 得 相信 所 有 的 完 数 都 具有 2"(2"*+! 
1) 的 形式 , 欧 拉 (Euler) 在 18 世纪 证 明 :这 一 点 对 于 偶 完 数 
是 正确 的 . 
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质数 从 古 以 来 就 是 个 极为 有 趣 的 问题 .在 各 种 求 质 数 的 方 
法 中 ,最 有 趣 的 一 种 叫 作 复 法 .这 个 方法 是 和 阿 基 米 德 岗 时代 的 
埃 拉 托 色 尼 (Eratosthenes) 所 发 明 的 , 埃 拉 托 色 尼 的 一 百 以 内 的 
得 法 表 见 后 图 . 其 方法 是 , 先 把 所 有 整数 按 其 自然 的 次 序 写 下 
来 ,然后 首先 划 去 所 有 2 的 倍数 ,再 在 所 余 之 数 中 划 去 3 的 倍 
数 ,再 划 去 5 的 倍数 ,如 此 类 推 . 如 果 我 们 要 求 例 如 一 千 以 内 的 
质数 ,只 消 划 到 31 的 倍数 就 能 了 ,因为 31? = 961 是 一 于 以 内 的 


埃 拉 托 色 尼 的 得法 冰 
求 出 一 百 以 内 的 质数 
: g 


最 大 的 质数 平方 数 .这 个 方法 格 加 改进 之 后 ,就 是 今天 用 来 构造 


质数 表 的 方法 .现代 的 质数 表 己 经 作 到 一 千 万 了 . 
这 种 消去 法 虽 很 巧妙 ,但 它 纯粹 是 归纳 性 质 的 ,因此 不 能 用 


来 证 明 质 数 的 普遍 件 质 . 譬如 说 ,第 一 个 自然 提出 的 问题 是 : 质 [47] 


数 究竟 组 成 一 个 有 限 集合 呢 , 还 是 一 个 无 限 集合 ? 换 名 话说 , 质 
数 的 个 数 是 无 限 的 呢 , 还 是 有 一 个 最 大 的 质数 ? 对 于 这 个 基本 
问题 , 欧 几 里 得 给 了 一 个 解答 , 它 在 数 掌 编 年 史上 被 永 铬 为 一 个 
完美 的 典范 . 

在 这 个 证 明 中 , 欧 几 里 得 在 历史 上 第 一 次 采用 我 们 现在 所 
称 的 阶 素 数 . 这 是 从 1 开始 ,n 个 连续 整数 的 积 , 它 们 在 数学 癌 
题 上 起 着 非常 重要 的 作用 .用 来 表示 这 些 数 的 记号 是 n!. 因此 7 
的 阶 习 是 71 =12.3.4+5:6:7.11 以 下 的 数 的 阶乘 表 在 第 43 页 
可 以 看 到 . 

为 要 证 明 不 存在 着 一 个 最 大 的 质数 , 欧 几 里 得 这 样 论证 : 假 
车 na 是 一 个 任意 质数 ,那么 ,要 么 (n+ 1) 也 是 一 个 质数 ,要 么 
在 = 和 tn!+1) 之 间 还 有 其 他 质数 .这 两 种 情况 都 是 可 能 和 的: 例 
如 当 sm 是 3, 其 相应 的 欧 几 里 得 数 是 7, 是 一 个 质数 ;但 是 当 
是 7 了 ,7!=5 040, 而 相应 的 欧 几 里 得 数 是 5041, 是 一 个 合 数 , 它 
实际 就 是 平方 数 ,71 x 71. 所 以 ,在 7 和 (71+ 1) 之 间 , 有 质数 71. 

为 要 证 明 这 个 问题 的 一 般 情 况 , 欧 几 里 得 的 方法 如 下 :两 个 
连续 整数 是 没有 公约 数 的 ;具体 讲 , n! 和 (n!1 + 1) 就 是 如 此 ; 因 
此 如 果 后 者 含有 质 因数 ,这 些 质 因数 必定 不 会 是 = ,或 小 于 nn 
的 任何 数 , 所 以 欧 几 里 得 数 (n!1+ 1) 或 者 含有 上 比 n 大 的 质 因 数 ， 
或 者 本 身 就 是 一 个 质数 ;不 论 是 哪 一 种 情况 ,都 有 大 于 n 的 质 
数 存 在 . 

他 的 结论 是 :不 可 能 有 一 个 最 大 的 质数 ,这 也 就 是 质数 的 个 
数 无 限 的 另 一 种 说 法 中 . 


全 ”参看 附录 8: 质 数 的 分 布 . 
一 3 一 


一 
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其 次 的 问题 是 关于 质数 的 分 布 情况 ,也 可 以 说 是 质数 的 密 
度 ,例如 ,每 一 于 个 数 中 质数 的 个 数 .这 当然 和 计数 某 已 知 数 以 
下 的 质数 的 数 且 是 一 同事 .许多 近代 的 数学 家 用 尽 了 最 大 的 才 
吞 来 解决 这 个 问题 ,但 迄今 还 没有 得 到 完全 满意 的 解答 .不 过 我 
们 已 经 可 以 作出 结论 : 越 往 后 ,质数 并 不 实质 上 变 得 越 来 越 稀 
琉 . 

1845 年 ,法 国 数学 家 伯 特 郎 (Bertrand) 断 言 ,任何 一 个 整数 
和 它 的 倍数 之 间 , 至 少 有 一 个 质数 存在 .他 的 断言 是 建筑 在 他 对 
质数 表 的 调查 的 经 验 之 上 的 .五 十 多 年 中 ,这 个 命题 都 称 为 他 特 
朗 恨 设 , 它 最 后 被 俄国 大 数学 家 契 比 谢 夫 (Tehebycheff) 所 证 明 ， 
契 比 谢 夫 还 证 明了 在 甚至 更 窗 的 限度 内 ,也 有 质数 存在 .末了 ， 
在 1911 年 ,意大利 数学 家 博 诺 利 斯 (Bonolis) 对 这 个 问题 作 了 很 


大 的 推进 ,他 给 出 求 x 和 3 x 之 问 质数 的 数目 的 近似 公式 .根据 
这 个 公式 ,在 一 亿 和 一 亿 五 千 万 之 间 , 至 少 有 一 百 万 个 质数 存 
在 . 

另 一 方面 ,又 证 明了 所 谓 李 质数 ,例如 (3,5), (5,7), (11， 
13),(17,19),(29,31),(41,43) 等 ,因数 字 之 增 大 而 渐变 稀少 . 
这 个 卓越 的 定理 是 荷兰 数学 家 布 龙 斯 (Bruns ) 在 1919 年 证 明 
的 . 
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我 们 怎么 能 识别 一 个 已 知 数 是 质数 还 是 合 数 呢 ? 当 这 个 数 
的 末尾 数字 是 5, 或 是 0, 或 是 一 个 偶数 ,我 们 就 知道 它 是 合 数 . 
可 是 假如 它 的 末尾 是 3,7 或 9 呢 ? 那么 我 们 就 有 一 种 比较 简单 
的 检验 法 来 求 它 是 否 具有 被 3 或 9 整除 的 可 内 性 : 假 姑 这 个 数 
所 有 各 位 数字 的 和 是 3 或 9 的 倍数 , 则 这 个 数 本 身 也 是 3 或 9 


的 倍数 . 这 个 所 谓 的 章 九 法 是 很 老 的 东西 了 号. 

要 求 其 他 的 国 数 ,条件 就 复杂 得 多 了 . 虽然 巴 斯 匣 ( Pascal ) 
在 1654 年 , 拉 格 说 日 在 一 百年 以 后 ,都 建立 了 极其 普遍 的 定理 ， 
不 过 这 些 定理 的 出 色 之 处 在 于 数学 上 的 精美 ,而 不 是 实用 的 价 
值 .迪克 森 (Dickson) 教 授 在 他 的 4 数论 史 》 中 说 得 好 ， 

“要 决定 已 知 的 一 个 十 五 位 或 二 十 位 的 数 是 不 是 质 
数 , 不 论 用 我 们 已 知 的 哪 一 种 方法 ,一 个 人 终身 也 检验 不 


二 


区 ， 
无 怪 乎 若干 世纪 以 来 ,大 们 于 方 百 计 企 图 找 出 一 个 适用 于 
所 有 质数 的 普遍 的 数学 公式 ;如 果 这 一 点 办 不 到 ,至 少 找 出 产生 
质数 的 某 些 特殊 方式 . 1640 年 ,法 国 大 数学 家 费 尔 马 (Fermat) 宣 
布 他 得 到 一 个 只 代表 质数 的 公式 .由 这 公式 所 产生 的 数 , 现 在 叫 
作 费 尔 马 数 . 

下 面 是 前 面 四 个 费 尔 马 数 : 

22+1=5;2241=17;22+1=257;22 +1=65 537. 

帆 东 马 检验 出 前 面 这 几 个 数 都 是 质数 ,因而 当时 都 确信 他 
的 定理 具有 普遍 性 . 然而 ,后 来 ,他 开始 怀疑 起 来 .事实 上 ,大 约 
一 百年 以 后 , 欧 拉 证 明 第 五 个 费 尔 马 数 已 经 是 合 数 了 , 它 的 一 个 
因数 是 641. 自 此 以 后 ,又 同样 得 到 证 明 , 第 六 个 ,第 七 个 和 更 高 
的 十 来 个 费 尔 蕊 数 都 不 是 质数 . 

这 表明 不 完全 归纳 法 的 危险 性 .还 可 以 找到 某 些 二 次 式 提 
供 的 更 生动 的 例子 ,如 

fln)=n:—-n+dl. 

我 们 发 现 , 通 过 代入 ;f(1) = 41,7(2) =43,f(3) =47,7(4) = 53， 
ee 所 得 都 是 质数 ,这 个 和 捕 况 可 以 一 直 证 实 到 n = 40. 可 是 当 
= 41, 我 们 显然 得 到 一 个 合 数 :7(41) = 41 x 41. 


外 ”参看 附录 9%: 可 除 性 的 判别 准则 . 


[ 
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寻求 产生 质数 的 普遍 公式 的 失败 ,导致 了 寻求 间接 的 检验 
质数 的 性 质 的 准则 . 费 尔 马 认为 他 已 经 找到 了 这 样 的 准则 ,他 的 
定理 如 下 ; 不论 n 是 志 样 的 整数 , 若 p 是 质数 , 则 二 项 式 m -了 
为 p 的 倍数 . 取 p=5 的 情况 为 例 ,我 们 得 到 

nn=n(ni-l)=n(n +1)(n: -1). 
显而易见 ,不论 n 是 什么 数 ,三 个 因数 之 中 ,总 有 一 个 是 五 的 倍 
数 ， 

费 尔 马 定理 的 真实 性 ,已 由 莱 布 尼 蔬 、 欧 拉 等 人 证 明 . 现在 
麻烦 的 是 , 虽 则 定理 是 对 的 ,但 它 不 成 为 一 个 准则 ,就 是 说 ,条 件 
是 必要 的 ,然而 不 是 充分 的 ,例如 :341 不 是 一 个 质数 ,可 是 251 - 
2 却 有 341 这 个 因数 . 

有 一 个 有 着 必要 而 且 充 分 的 条 件 的 准则 叫 作 威 汞 进 
(Wilson) 定 理 , 更 正确 地 说 ,应 当 叫 作 莱 布 尼 荧 定 理 ,因为 后 
者 第 一 个 证 明 该 条 忻 是 必要 的 ,过 了 一 百年 , 拉 格 朗 日 证 明 该 
条 件 又 是 充分 的 .看 附 表 上 的 阶乘 及 其 后 继 数 , 即 欧 几 里 得 数 
n!+1. 注 意 当 n+ 1 等 于 2,3,5,7,11 等 质数 时 ,(n +1) 是 
(nl+ 1) 的 一 个 因数 ;而 当 {n + 1) 是 合 数 ,如 4,6,8,9,10 等 
时 , 则 n+1 除 n!+1 就 必 有 一 余数 .这 是 一 个 完全 普遍 的 性 
质 :p 是 质数 的 必要 而 且 充分 条 件 是 (p - 1)! 的 后 继 数 必 以 jp 
为 它 的 因数 . 

这 个 惊人 的 命题 具有 重大 的 理论 意义 .然而 ,要 直接 证 实 
(p -1)!+ 1 是 不 是 p 的 售 数 ,在 p 很 大 的 时 候 , 与 直接 检验 p 
是 不 是 一 个 质数 ,一样 的 困难 吕 . 


DP 目前 所 知 的 最 大 质数 是 22 -1, 它 共有 909 526 位 数 . 它 是 
1998 年 1 月 由 美国 加 州 州立 大 学 一 名 学 生 利用 电子 计算 机 发 现 的 .一 一 
译 者 


威 尔 还 准 则 
威 尔 迁 数 是 以 nn 队 Cn 一 1)1+1 所 得 的 余数 ， 
车 威 尔 翅 数 是 堆 , 则 nn 是 质数 


吕 得 


让 1 人 NE i | 


之 
3 
4 
5 
6 
了 
8 
9 


和 


交 


3 628 801 
11!= 39 916 800 39 916 801 


一 


自 此 以 后 ,又 建立 了 许多 间接 的 命题 ,其 中 最 有 趣 的 是 哥 擂 
巴赫 (Goldbach) 假 变 . 哥 德 巴赫 是 欧 拉 同时 代 的 人 .这 条 假设 断 
言 , 每 一 个 偶数 都 是 两 个 质数 之 和 .这 条 假设 已 经 用 直到 一 万 的 
所 有 数 试 过 ,都 证 实 是 正确 的 .然而 这 个 重要 假设 前 证 明 却 依然 
在 向 数学 家 的 天 才 挑 战 ! 
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“一 个 立方 数 不 可 能 分 成 两 个 立方 数 , 一 个 四 次 方 数 不 
可 能 分 成 两 个 四 次 方 数 , 或 者 一 般 地 说 ,任何 一 个 大 于 2 的 
第 ,者 不 能 分 成 两 个 同 次 方 的 里 .对 这 个 问题 我 已 经 发 现 了 
一 个 真正 奇妙 的 证 明 , 可 异 要 写 下 这 个 证 明 来 .这 页 书 的 空 
自 太 率 了 .” 
这 个 著名 的 旁 注 快 有 三 百年 的 历史 了 ,从 那 时 以 来 ,不 知 有 


[52] 


多 少数 学 家 希望 费 尔 马 有 一 条 再 宽 一 点 的 书页 空白 ,以 便 能 把 
那 证 明 写 下 来 . 
这 个 问题 的 历史 可 以 追溯 到 埃及 人 ,他 们 已 经 知道 有 这 样 
的 一 个 直角 三 角形 , 它 的 三 边 之 比 为 3:4:5. 实际 上 他 们 就 用 这 
个 三 角形 作为 木匠 的 矩 . 据 我 所 知 , 中 国人 即使 在 今天 还 在 使 用 
类 似 这 样 的 方法 ， 


[Ss3 


[i 


毕 达 哥 拉 斯 数 


T= 


涉 论 tt 和 5 的 值 为 何 ,只 要 2wv 是 一 个 完全 
平 专 数 , 则 可 得 出 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形. 上?="* wu 
I 二 t+ Zu 


1 
2 
1 
之 
3 
1 
2 


这 是 不 是 仅 有 的 一 个 能 用 整数 把 三 边 表示 出 来 的 三 角形 
呢 ? 不 是 的 ,这 样 的 三 个 整数 此 外 还 有 无 限 多 个 , 毕 达 哥 拉 斯 派 
已 经 知道 相当 多 这 样 的 例子 . 亚历山大 利 亚 的 委 番 都 (Diopham- 
tus) 是 公元 3 世纪 人 ,他 在 他 的 数论》 中 给 出 了 一 个 求 这 种 数 
的 法 则 ,用 现代 的 符号 ,这 个 问题 相当 于 求 方程 式 

x + y=22 
的 整数 解 . 附 表 上 载 有 几 组 毕 达 哥 拉 斯 数 , 表 端 的 公式 则 可 使 我 
们 求 出 一 切 " 毕 达 哥 拉 斯 数 . 从 这 个 公式 看 来 ,方程 式 x? + y? 


= 2 不 但 允许 有 整数 解 ,而 且 , 其 解 显 然 有 无 限 个 定 . 
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很 自然 的 问题 是 ,同型 的 高 次 方程 式 是 否 也 是 如 此 . 

约 在 1621 年 , 丢 番 都 的 《数论 》 在 法 国 新 版 , 费 尔 马 得 到 了 
一 册 . 在 这 本 书 的 一 页 上 , 费 尔 马 写 下 了 他 的 旁 注 ,这 个 旁 注 此 
后 合成 了 数学 界 的 千古 之 迹 . 用 现代 的 术语 , 费 尔 马 的 陈述 可 以 
用 公式 表述 如 下 ;求证 方程 式 

二 =a 
式 中 x,y 和 z 都 是 整数 , 当 n 是 一 个 大 于 2 的 整数 时 ,不 可 能 
有 整数 解 . 

这 个 问题 的 现 况 如 和 何 呢 ? 欧 拉 证 明 当 ”等 于 3 和 4 时 的 
不 可 能 性 ; 狄 利 克 雷 ( Dirichlet) 得 出 了 n = 5 时 的 证 明 .业已 证 
明 :车 指数 n 为 质数 时 定理 为 真 , 则 指数 为 合 数 时 定理 亦 为 真 . 
还 证 实 : 对 于 非常 大 量 的 具有 某 种 形式 的 指数 ,这 个 陈述 也 是 真 
的 ;还 有 , 当 = 小 于 269 时 , 费 尔 马 方程 式 无 解 ,然而 ,作为 普遍 
的 定理 , 却 依 然 未 经 证 实 外, 而 且 , 费 尔 马 本 人 对 于 他 的 定理 究 
竞 是 否 得 出 了 普遍 的 证 明 , 也 大 可 怀疑 . 

费 尔 马 问题 之 所 以 名 气 很 大 ,是 因为 兽 有 猴 动 一 时 的 十 万 
马克 的 悬赏 ,作为 完满 解答 的 酬 报 .这 笔 基 金 是 一 位 沃 尔 夫 斯 守 
和 尔 4Wolfskoel) 博 士 在 1908 年 遗赠 的 ,他 本 人 为 这 个 问题 耗 去 了 
很 多 光阴 ,可 是 却 没有 进展 . 此 后 ,许多 一 向 将 他 们 的 精力 用 于 
化 图 为 方 .三 竿 分 户 或 是 想 发 明永 动机 的 业余 爱好 者 们 ,就 开始 
集中 力量 于 费 尔 马 定理 了 . 据 估 计 , 从 1908 年 到 1911 年 之 间 ， 

中 ”参看 附录 10: 毕 达 哥 拉 斯 数 ， 

名 ”这 个 具有 主 百 五 十 争 年 历史 的 世界 难题 已 由 英国 数 党 家 怀 尔 斯 
CAndrew Wiles) 解 决 ,论文 改天 于 * 数 学 年 刊 》(Annals of Mathematics ) 的 
142 卷 第 3 期 (1995 年 5 月 号 } 上 .一 一 详 者 
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悬赏 委员 会 所 收 到 的 这 种 “完满 "解答 就 达 一 于 份 以 上 . 幸 喜 委 
员 会 的 公告 规定 ,来 稿 必须 是 印刷 出 来 的 ,这 想必 减低 了 一 大 批 
人 的 热情 . 有 趣 的 是 ,我 们 看 到 ,大 部 分 投 来 的 “解答 "都 是 作者 
自己 发 行 的 .所 有 这 些 努 力 的 共同 特点 是 :作者 们 不 但 完全 忽视 
了 对 这 个 问题 已 做 过 的 大 基 工 作 ,而 且 他 们 也 没有 兴趣 去 和 弄 清 
楚 该 问题 的 困难 究竟 在 什么 地 方 . 

这 个 问题 吸引 了 近 三 世纪 以 来 最 大 的 数学 家 们 的 注意 : 欧 
拉 和 拉 格 朗 日 , 库 莫 尔 (Kummer) 和 黎 虽 (Riemann) ,他 们 都 试图 
证 明 或 反 证 这 个 定理 ,但 都 没有 成 功 .如 困 将 所 有 已 经 发 表 的 关 
于 这 个 问题 的 和 有 关 论 题 的 论文 统统 收集 起 来 ,足够 开 一 个 小 
图 书馆 了 . 

在 求解 费 尔 马 问题 的 各 种 努力 中 ,产生 出 了 一 种 科学 , 它 较 
之 原来 的 问题 本 身 要 重要 得 多 .其 中 有 些 结果 如 此 重要 和 影响 
深远 ,使 我 们 不 禁 认 为 这 个 问题 一 直 没 解决 是 件 值 得 庆幸 的 事 . 
例如 ,爱德华 - 库 葛 尔 在 试图 证 明 费 尔 马 定理 的 时 候 ,就 创立 了 
他 那 有 名 的 理想 数理 论 , 这 是 19 世纪 的 最 重要 的 和 最 丰富 的 成 
就 之 一 .全 惜 限于 本 书 的 范围 ,我 对 这 个 有 深远 意义 的 械 念 即使 
是 作 扼 桔 的 叙述 ,也 是 不 可 能 的 ， 
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在 宗教 神秘 中 诞生 ,经 过 迁 回 曲折 的 猜 吓 谜 的 时 期 ,整数 的 
理论 最 后 获得 了 一 种 科学 的 地 位 . 

虽然 在 那些 把 神志 和 抽象 等 同 的 人 看 来 ,这 仿佛 是 令 人 费 
解 的 ,然而 这 种 数 的 神秘 性 的 基础 , 却 是 十 分 具体 的 , 它 包 含 两 
个 观念 .渊源 于 古老 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 形象 化 的 数字 ,显示 了 
效 与 形 之 间 的 紧密 联系 . 几 表 示 简 单 而 规则 的 图 形 , 如 三 角形 ， 
正方 形 , 角 锥 体 和 立方 体 等 图 形 的 数 , 较 易 于 想象 ,因此 被 作为 
有 特殊 重要 性 的 数 而 选择 出 来 , 另 一 方面 , 完 数 . 友 数 和 质数 都 
具有 与 可 除 性 相关 的 特性 , 这 都 可 以 追 镭 到 古人 对 分 配 问 题 所 
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给 以 的 重要 地 位 ,正如 在 苏 美 尔 人 的 粘土 片 和 十 埃及 的 芦 草 纸 
上 所 明白 显示 出 的 一 样 . 

这 种 具体 性 ,说 明了 早期 的 试验 的 性 质 , 这 种 特性 今天 多 少 
还 在 这 门 理论 中 保持 着 .我 且 引 当代 最 齐 越 的 数论 专家 之 一 , 英 
国 的 哈代 (G.H.Hardy) 的 话 如 下 : 

“数论 的 诞生 , 比 数 学 中 的 任 一 分 支 都 售 着 更 多 的 实验 
科学 的 气味 . 它 的 最 有 名 的 定理 都 是 猜 出 来 的 ,有 时 等 了 一 
百年 甚至 百 索 年 才 得 到 证 明 ; 它 们 的 提出 ,也 是 赁 着 一 大 堆 
计算 上 的 证 据 .” 
具体 往往 先 于 抽象 .这 就 是 数论 之 先 于 算术 的 理由 . 而 具体 

又 往往 成 为 科学 发 展 中 的 最 大 绊脚石 .把 数 看 作 个 体 , 这 种 看 法 
自古 以 来 对 人 类 有 巨大 的 魔力 , 它 成 了 发 展 数 的 集合 性 理论 ( 即 
算术 ) 的 道路 上 的 主要 障 得 .这 正如 对 于 个 别 星体 的 具体 兴趣 长 
期 地 延缓 了 科学 的 天 文学 的 建立 一 样 
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第 4 章 最 末 一 数 


“说 过 一 所 的 话 ,可 以 永远 重复 .” 
埃 利 亚 的 芝 诺 (Zeno), 据 
辛 兽 里 丘 (Simplicius) 所 引 . 
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数学 中 究竟 有 些 什么 东西 使 得 它 成 为 所 谓 精 密 科学 的 公认 
典范 ,并 为 其 他 未 入 精密 之 列 的 新 兴 科 学 奉 为 典 则 呢 ” 的 确 ,这 
至 少 是 生物 学 和 各 种 社会 科学 领域 里 的 年 轻 研 究 者 的 雄心 壮 
志 , 他 们 想 要 建立 一 套 标准 和 方法 ,使 得 他 们 所 研究 的 科学 ,也 
能 加 入 已 受 数学 支配 的 与 日 供 增 的 科学 行列 中 去 ， 

数学 ,不 但 是 各 种 精密 科学 努力 设计 其 本 身 结构 的 模范 ， 
而 且 又 是 将 这 些 结 构 结 合 起 来 的 烙 合 剂 . 任何 问题 ,要 是 它 所 
研究 的 现象 不 能 用 一 个 数学 定律 表述 出 来 ,实在 不 能 算是 解 
决 了 .究竟 为 什么 ,大 家 都 相依 只 有 数学 的 方法 才 可 以 使 观 
察 .实验 和 推演 等 有 着 精密 科学 所 要 求 的 精密 .简洁 和 坚实 的 
确定 性 呢 ? 

当 我 们 分 析 这 些 数 学 方法 时 ,就 会 发 现 , 它 依据 两 个 概念 : 
“ 数 " 和 “函数 ”; 而 函数 本 身 最 终 又 可 还 原 为 数 ; 数 的 一 般 概 念 所 
依据 的 又 是 我 们 所 给 与 自然 序列 一 、 二 、 三 、…*… 等 的 性 质 . 

因此 ,在 整数 的 性 质 中 ,我 们 或 许 有 希望 寻 出 我 们 默认 数学 
推理 法 为 万 无 一 失 的 线索 ! 
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整数 性 质 的 第 一 个 实际 运用 ,是 以 算术 的 基本 四 则 运算 的 
形式 而 出 现 的 , 即 整数 的 加 法 .减法 .乘法 和 除法 .我 们 在 很 小 的 
时 候 就 学 会 了 这 些 运 算 ,无 怪 平 我 们 大 多 数 人 完全 忘记 了 我 们 
是 在 什么 情况 下 学 会 它们 的 .现在 让 我 们 重新 回忆 一 下 . 

我 们 开头 背诵 这 样 的 表 1 + 1=2,1+2=3,…, 我 们 练习 
又 练习 ,直到 能 够 不 能 思索 地 将 十 以 内 的 任何 两 个 数 如 起 来 . 
在 我 们 初学 的 这 个 阶段 ,老师 要 我 们 注意 5+3=3+5, 而 且 要 
我 们 注意 这 并 不 是 偶然 的 ,而 是 一 条 普 刘 的 规律 .后 来 ,我 们 又 
学 会 了 将 加 法 的 这 种 性 质 用 语言 来 表示 :总 和 与 相 加 各 项 的 次 
上 序 无 闫 . 当 数学 家 说 加 法 是 一 种 可 变换 的 运 尊 , 而 且 用 符号 表 
示 为 ; 

a+b=b+a 
时 ,也 正 是 这 个 意思 . 

跟着 ,老师 又 告诉 我 们 :(2+3)+4=2+(3+4); 意 思 是 说 ， 
虽然 (2+3) +4 是 先 把 3 加 在 2 上 ,再 在 所 得 的 和 上 加 4, 可 是 
我 们 相 如 的 顺序 其 实 没 有 什么 关系 ,因为 把 (3 + 4) 的 和 加 在 > 
上 ,也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 数学 家 的 简单 一 甸 话 是 ,加 法 是 一 
种 可 结合 的 运算 , 写 下 来 是 : 

(ath)+r=a+t+(b+e). 
我 们 从 没有 把 这 些 陈 述 看 作 有 凶 么 重要 .但 它们 确实 是 很 
基本 的 .更 大 的 数 相 加 的 法 则 就 是 以 它们 为 基础 的 . 式 子 
25 
34 
_56 
115 
不 过 是 下 式 的 简写 野 了 : 
25+34+56= (20+5)+(30+4)+ (50+6) -= 


Ls9] 


[50 


[etl] 


(20+30+50} T+ ($+4+6)= 100+15=115. 
在 这 里 ,加 法 的 交换 性 和 结合 性 起 着 重要 的 作用 . 
下 面 ,我 们 来 看 来 法 , 我们 又 要 记 住 一 个 长 表 , 直到 能 机 械 
地 说 出 十 以 内 任何 两 数 之 积 为 止 .我们 注意 到 ,和 可 法 一 样 ,来 
法 也 是 可 交 挽 的 和 可 结合 的 . 明 然 我 们 没有 使 用 这 些 词 ,但 意思 
是 一 样 的 . 
另外 还 有 一 种 关于 加 法 和 乘法 联合 使 用 时 的 性 质 . 乘积 
7x (2+3) 的 意思 是 说 ,7 用 (2 + 3) 的 和 也 就 是 5 来 屠 ; 可 是 将 
两 个 部 分 的 积 (7x2) 和 {7 x3) 加 起 来 ,也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 
数学 家 用 下 面 的 普遍 陈述 来 表达 ;和 莱 法 对 于 加 法 是 可 分 配 的 , 写 
下 来 是 ; 
alb+c)=ab+ oc. 
在 我 们 把 大 于 十 的 数 相 乘 时 ,分 配 性 就 是 其 基础 :我 们 分 析 下 列 
演算 : 
25 
43 
75 


100 
1075 


我 们 发 现 , 它 不 过 是 一 大 上 捉 运 算 的 简写 ,在 这 大 申 的 运算 中 ,分 
配 性 是 自由 使 用 的 ,这样 ， 

25x43=(20+5)x (404+3)=[(20+5)x3]+[(20+5)x40] 
= (20x3) +(5x3) + (20 x40) + (5x 40)=75+1000= 1075. 
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这 些 事实 ,不 但 构成 了 思想 家 而 且 也 是 一 切 只 要 上 过 学 的 
人 的 数学 教育 的 基础 .在 这 些 事实 上 建筑 了 作为 数学 基础 的 算 
术 , 数 学 又 支持 了 一 切 纯粹 科学 和 应 用 科学 ,后 者 又 是 一 切 技术 
赖 以 进展 的 肥沃 土壤 ， 

后 来 ,我 们 的 智囊 里 又 添 进 了 许多 新 的 事实 .新 的 思想 和 新 


的 概念 ,可 是 它们 在 我 们 的 心中 ,没有 一 个 能 像 我 们 在 六 岁 童 年 
时 期 所 学 的 那些 整数 的 性 质 那么 确实 .那么 根深 带 固 .这 就 像 人 
们 常 说 的 :这 就 像 二 加 二 等 于 四 一 样 明显 . 

我 们 学 习 这 些 东 西 的 年 龄 正 是 我 们 对 事物 是 "怎么 样 "感到 
兴趣 的 时 候 . 当 我 们 长 大 到 问 事物 “为 什么 "是 这 样 的 时 候 ,这 些 
法 则 经 过 经 常 不 断 的 使 用 ,已 经 变 成 我 们 智 琳 中 如 此 密切 的 一 
个 部 分 ,以 至 于 我 们 把 它们 视 为 理所当然 的 了 . 

个 体 的 发 展 通 常 认为 重复 了 它 所 属 的 那个 种 的 进化 . 对 于 
人 类 智力 的 进展 ,这 些 原理 同样 适用 .在 数学 的 历史 上 , “怎么 
样 " 常 在 “为 什么 "之 先 , 某 项 学 科 的 技术 也 常常 早 于 它 的 哲理 . 

这 对 于 算术 特别 真确 . 计数 技术 和 计算 法 在 文艺 复兴 时 期 
之 末 已 是 世 所 遍 知 的 事情 ,但 是 数 的 哲学 直到 19 世纪 最 后 的 二 
十 来 年 才 独 立成 为 一 门 学 科 . 
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随 善 年 岁 增 长 ,我 们 有 充分 的 机 会 把 这 些 法 则 应 用 到 我 们 
的 日 常事 务 上 ,我 们 就 越发 确信 它们 的 普遍 性 .算术 的 力量 在 于 
它 的 缉 对 的 普遍 性 . 它 的 法 则 不 容许 有 例外 : 它 可 以 诺 用 于 一 场 
数 . 

一 切 数 ! 所 有 的 问题 都 维系 于 这 个 笔画 简单 而 又 重要 无 比 
的 一 切 这 两 个 字 上 . 

如 果 这 两 个 字 只 是 用 于 事物 或 情况 的 任何 有 限 类 , 那 是 没 
有 什么 神秘 的 .譬如 当 我 们 说 ,一 切 活 人 "时 ,我 们 对 此 是 有 一 
个 干 分 确定 的 意义 的 .我 们 可 以 设想 把 所 有 的 人 按照 某 种 规则 
排列 起 来 :在 这 种 排列 中 ,有 一 个 最 先 的 人 ,还 有 一 个 最 未 的 人 . 
可 以 肯定 ,要 严格 证 明 一 切 活 人 有 某 种 性 质 是 真确 的 ,我 们 应 对 
每 个 人 来 证 明 它 , 虽 则 我 们 知道 车 真 这 样 作 起 来 ,会 有 许多 难以 
克服 的 困难 ,然而 我 们 认为 ,这 些 困难 纯粹 是 技术 性 的 ,而 不 是 
概念 性 的 . 这 对 于 任何 有 限 集合 ,也 就 是 说 ,任何 嫩 有 最 先 一 份 


[62] 


子 , 又 有 最 末 一 份子 的 集合 ,都 是 真确 的 ， 因为 任何 这 样 的 集合 
都 可 以 通过 计数 把 它 穷尽 . 

当 我 们 说 一 切 数 的 时 候 ,所 指 的 也 是 这 种 情况 吗 ? 在 这 里 ， 
我 们 也 可 以 把 数 的 集合 在 想象 中 排列 起 来 ,这 个 排列 有 一 个 最 
先 的 成 员 ,就 是 1. 然而 ,最 束 的 成 员 如 何 呢 ? 

答案 是 现成 的 :没有 最 末 的 数 ! 我 们 不 能 想象 计数 的 过 程 
是 有 尽头 的 .每 一 个 数 都 有 一 个 后 继 数 .有 着 无 限 的 数 . 

但 基 , 如 果 没 有 最 未 的 数 ,我 们 说 的 一 切 的 数 特别 是 一 切 数 
的 性 质 是 什么 意思 呢 ? 我 们 怎样 去 证 明 这 样 一 种 性 质 : 当然 不 
能 挨个 检验 每 种 情形 ,因为 我 们 预先 已 经 知道 ,我 们 是 不 能 把 所 
有 情形 都 穷 举 完 的 . 

就 在 数学 的 大 门槛 上 ,我 们 遇 到 了 关于 无 限 的 二 难 论证 . 它 
好 像 传说 中 的 巨 龙 ,守卫 着 魔 园 的 路 口 . 
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无 限 这 个 概念 的 根源 、 对 于 计数 过 程 是 无 止境 的 这 个 信和 念 
的 根源 ,究竟 是 什么 呢 ? 是 经 验 吗 ? 当然 不 是 ! 经 验 教 给 我 们 
的 是 一 切 事物 一切 人 类 过 程 的 有 限 性 .我 们 知道 ,如 果 我 们 想 
通过 计数 把 一 切 数字 穷 举 完毕 ,其 结果 只 是 耗 光 了 我 们 自己 的 
力量 . 

无 限 的 存在 也 不 是 由 数学 所 能 确定 的 ,因为 无 限 亦 即 计 
数 过 程 的 无 正 境 ,只 是 一 种 数学 的 假设 ,是 算术 的 基本 假设 ， 
全 部 数学 就 建筑 在 这 上 面 .那么 , 它 旦 一 种 超 乎 自然 的 真理 
吗 ? 是 人 人 类 被 造物 主 投 到 宇 宕 中 来 ,赤裸 和 无 知 , 唯 有 自由 谋 
生 的 时 候 , 造 物 主 赐 给 他 的 少数 几 种 天 赋 之 一 吗 ? 还 是 这 无 
限 概念 是 试图 达到 最 后 的 数 的 努力 失败 后 在 人 的 头脑 中 产生 
的 呢 ? 还 是 它 只 不 过 是 人 类 无 力 做 到 用 数 来 穷尽 宇宙 的 一 种 
表白 呢 ? 

“最 未 一 数 是 存在 的 ,但 是 它 不 在 人 人 类 力所能及 的 领域 , 因 


为 它 是 属于 神 的 ." 这 是 古代 大 多 数 宗教 的 基调 .天 寄 的 星 数 . 恒 
河 的 补 数 .海水 的 滴 数 ,都 是 人 的 冰 能 所 不 能 达到 的 这 种 极 笋 的 
例子 . 鞠 美 耶和华 的 诗人 说 :“ 他 点 数 星宿 ,一 一 称 它 的 名 . "摩西 
在 请 求 上 帝 给 他 的 选民 以 希望 时 则 说 ;能 点 数 地 上 人 尘土 者 亦 能 
点 数 你 的 种 籽 .” 
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“ 盖 降 (Celon) 王 啊 ! 有 人 以 为 沙子 的 数目 是 无 限 的 ; 
我 说 的 沙 ,不 只 是 在 西 拉 库 赛 (Syraeuse) 和 西 证 里 (Sicily》 
一 带 的 沙 , 而 是 指 有 居民 和 无 居民 的 一 切 地 域 所 能 找到 的 
沙 .还 有 他 们 六 然 不 把 沙 数 看 作 是 无 限 的 ,部 相信 还 没有 命 
名 一 个 大 到 超过 这 个 数量 的 数 ,将 有 这 种 见解 的 人 ,着 让 他 
设想 有 一 堆 沙 , 像 地 球 那样 大 ,其 中 所 有 的 海洋 和 低 处 统统 
读 满 ,使 它们 和 最 高 的 山 一 样 高 ,他 会 认为 ,更 不 可 能 表达 
超 近 这 扒 沙 的 沙 粒 的 数目 .然而 我 要 用 你 所 能 了 解 的 几何 
证 法 证 吞 你 看 ,在 我 所 命名 的 数 中 ,那些 写 在 我 送 给 宙 克 西 
巴 斯 (Zeuxippus) 的 拙 作 里 的 数 中 ,有 些 不 但 超 过 如 上 所 述 
的 填 满 地 球 的 大 堆 的 沙 数 ,并 县 可 以 超过 像 字 册 那样 大 的 
沙 堆 的 沙 数 呢 1" 

《 癌 基 米 德 :《 算 沙 者 》) 中 
阿 基 米 德 的 这 个 宇宙 是 一 个 以 恒 旦 为 边界 的 球体 . 这 个 球 
体 的 直径 ,他 估计 等 于 地 球 直径 的 一 万 傅 . 假定 装 满 一 个 墨 栗 籽 
的 沙 数 为 一 万 颗 , 而 地 球 的 直径 在 一 万 英里 (三 十 万 希腊 尺 ) 以 
内 ,他 求 岩 充满 宇宙 的 水 数 是 一 个 极 大 的 数字 ,车 用 我 们 的 命 数 


法 ,要 用 五 十 二 位 数 来 表示 ,为 了 表示 这 个 数字 , 阿 基 米 德 发 明 


一 种 新 单位 ,名 为 奥 克 特 德 (Octade) ,相当 于 我 们 的 一 万 万 包 . 


号 ”参看 附录 4. 
使” 此 地 原文 误 为 1 万 .一 一 译 者 


Le] 


63] 


[64 


Cin] 


化 图 为 方 的 尝试 ,提供 了 另 一 个 例子 .这 问题 的 原来 形式 是 
求 用 直 尺 和 圆规 作 一 个 正方 形 ,与 已 知 辆 面积 相等 .要 作 一 个 正 
方形 ,和 圆 的 内 接 正 多 边 形 例 如 正八 边 形 等 积 ,是 可 能 的 . 另 一 
方面 ,我 们 看 到 ,如果 我 们 把 边 数 增加 为 16,32,64 等 等 ,我 们 就 
越 来 越 密切 地 接近 图 的 面积 .无 疑 ,有 些 希腊 的 所 何 学 家 不 是 把 
这 种 加 倍 法 看 作 一 种 近似 法 ,而 看 作 是 一 种 得 出 圆 的 方法 ,也 就 
是 说 ,他 们 相信 如 果 他 们 继续 这 样 作 下 去 ,最 终 会 得 到 一 个 在 各 
点 上 都 和 圆 相 重合 的 最 后 的 多 边 形 . 

有 一 种 看 来 有 道理 的 假设 :早期 的 无 限 概念 ,不 是 不 可 计 
数 , 而 是 尚未 数 , 最 末 的 数 意 味 荐 坚 初 和 耐心 ,而 人 人 类 看 来 缺乏 
这 些 品德 . 这 正和 巴 别 (Babel) 塔 故事 里 的 莅 天 相似 .最 末 的 数 ， 
和 天 一 样 ,是 属于 上 帝 的 .上 帝 出 于 嫉 鼠 的 愤怒 ,使 野心 的 造 塔 
者 的 语言 变 混乱 了 中 . . 
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这 种 语言 的 混乱 一 直 持 续 到 今天 . 围绕 着 无 限 ,产生 了 数学 
上 的 各 种 悖 论 :从 芝 诸 的 论证 (Argoments of Zeno) 直 到 康德 和 康 
托 尔 (Cantor) 的 二 律 背 反 .这 个 故事 我 们 留 到 另 一 章 来 讲 .现在 
要 说 的 是 ,这 些 悖 论 促进 了 对 算术 基础 的 进一步 的 批判 态度 . 因 
为 ,既然 整数 的 性 质 构 成 了 数学 的 基础 ,如 果 这 些 性 质 可 以 用 形 
式 逻 辑 的 规则 来 证 明 , 则 全 部 数学 就 是 一 种 逻辑 的 学 问 . 但 是 ， 
如 果 逮 辑 不 足以 建立 这 些 性 质 , 那 么 ,数学 在 于 辑 以 外 就 还 有 所 
赁 藉 ; 它 的 创造 能 力 所 依据 的 是 那 种 闪烁 的 难以 捉摸 的 东西 , 即 


中 ” 典 出 & 旧 约 ' 创 世纪 ?所 云 :从 前 ,有 人 动手 建造 一 座 城 和 一 座 塔 ， 
塔 项 通天 .耶和华 妓 鼠 起 来 ,他 说 :得 哪 1 他 们 成 为 一 样 的 人 民 , 使 用 一 
样 的 言语 ;如 邻 既 作 起 这 事 来 ,以 后 他 们 所 要 作 的 事 就 设 有 不 成 功 的 了 ." 
于 是 耶和华 变 乱 天 下 人 的 言语 ,使 余人 分 散在 各 地 , 城 也 停工 不 造 了 ,所 
以 那 城 名 叫 巴 别 ( 变 乱 之 意 ) .一 一 译 者 


所 请 人 类 的 直觉 ， 

这 里 请 不 要 误解 ! 现在 的 问题 不 是 数 的 这 些 性 质 的 真确 
性 ,而 是 用 来 证 明 这 些 性 质 的 真确 性 的 论证 的 真确 性 .自从 数学 
的 基础 受到 这 样 彻 底 的 分 析 以 来 所 引起 争论 ,使 主要 的 数学 思 
想 家 划分 为 两 军 对 对 的 直觉 主义 者 和 形式 主义 者 的 那些 问题 就 
是 :数学 证 明 是 由 什么 构成 的 ”一 般 推 理 的 本 质 特 别 是 数学 推 
理 的 本 质 是 什么 ? 数学 上 的 音 在 是 什么 意思 ? 


8 


严密 推理 的 定律 已 经 有 着 和 南山 一 般 的 高 寿 . 这 些 定律 被 
亚 里 土 多 德 构成 一 种 系统 的 形式 ,不 过 在 他 之 前 很 早 就 已 经 有 
人 懂得 了 .因为 ,它们 本 是 人 类 智慧 的 骨架 :每 一 个 具有 智力 的 
人 在 他 的 日 常 活 动 中 都 有 机 会 应 用 这 些 规律 .他 知道 ,要 想 严密 
推理 ,首先 必须 把 前 提 作 明晰 的 规定 ,然后 一 步 一 步 地 应 用 逻辑 
的 规则 ,最 后 达到 一 个 结论 ,这 个 结论 是 他 使 用 的 逻辑 方法 所 要 
达到 的 唯一 结果 . 

如 果 这 个 结论 和 我 们 所 观察 的 事实 不 符 , 第 一 步 就 得 检查 
我 们 应 用 那些 规律 时 是 不 是 用 错 了 .这 里 不 是 分 析 这 些 规律 本 
身 的 真确 性 的 地 方 , 但 这 并 不 意味 着 它们 能 够 在 这 批判 的 时 代 
里 免 身 村 事 外 ! 恰恰 相反 :这 些 规 律 中 的 一 条 ,的 确 已 经 成 为 近 
二 三 十 年 来 争辩 的 中 心 ,这 种 争论 迄今 毫 无 稍微 和 绥 的 迹象 . 
但 这 本 身 是 一 段 史话 ,我 们 和 且 等 到 适当 的 地 方 再 说 . 

如 果 检 查 出 逻辑 的 规律 并 没有 用 错 , 若 尚 有 率 错 的 话 , 则 这 
说 错 可 能 意味 着 我 们 的 前 提出 了 毛病 .或 者 我 们 的 假设 中 隐藏 
着 某 种 不 相 容 之 处 ,或 者 我 们 的 某 一 个 前 提 和 另 一 个 前 提 互 相 
抵触 . 

为 任何 一 门 特殊 的 知识 体系 建立 起 一 组 假设 ,不 是 一 件 容 


Cr 


65] 


易 的 事 . 这 不 但 需要 繁 锐 的 分 析 判 断 , 而 且 要 有 很 大 的 技巧 . 因 [56) 


为 ,各 个 假设 除了 不 能 彼此 天 盾 外 ,还 希望 每 一 假设 相对 于 其 他 


[67] 


假说 是 独立 的 ,并 且 整 个 系统 又 基 穷 尽 的 ,就 是 说 ,要 能 完全 包 
括 所 论 的 问题 . 数学 中 讨论 这 类 问题 的 分 支 叫 作 公 理学 
(axiomalics) , 它 是 由 皮 亚 诺 {Peano). 罗 达 和 和 希 尔 伯 特 (Hilbert) 
这 些 人 开拓 出 来 的 .这 样 ,从 前 本 是 暂 学 的 一 个 分 支 的 退 辑 , 逐 
淅 被 吸收 到 数学 体系 中 了 . 

再 加 到 我 们 的 问题 ,假设 我 们 的 庄 前 提 经 过 检查 ,发 现 确 无 
牙 盾 ,那么 ,就 可 以 说 我 们 的 结论 在 建 辑 上 是 无 下 可 指 的 ,这 个 
结论 要 是 还 不 符合 观察 到 的 事实 ,那么 我 们 便 知 所 作 的 假设 不 
适 于 它 所 应 用 的 具体 问题 . 链 工 并 没有 把 衣服 做 错 . 如 果 衣 有 最 穿 
起 来 上 宽 下 窜 , 前 晤 后 由 , 那 是 穿 衣 人 的 过 错 ， 
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上 文 所 述 的 推理 方法 叫 作 演绎 法 . 它 从 最 普遍 的 性 质 出 发 ， 
这 些 性 质 通常 采取 定 浆 、 假 设 或 者 公理 的 形式 ,再 应 用 逻辑 规 
则 ,从 中 推演 出 关于 在 特例 中 出 现 的 种 种 事物 或 情形 的 陈述 . 

演绎 法 是 数学 推理 的 特征 ,在 几何 学 中 ,几乎 可 以 看 到 它 的 
完整 体现 ,由 于 这 个 原因 ,几何 中 的 逻辑 结构 便 成 为 一 切 精密 科 
学 的 典范 . 

科学 研究 上 还 使 用 着 另外 一 种 方法 ,其 性 质 和 演绎 法 截然 
不 同 :这 就 是 归 势 法 . 它 通常 被 描述 为 由 特殊 到 一 般 的 方法 , 它 
是 观察 和 实验 的 结果 .要 找 出 某 一 类 事物 的 性 质 ,我 们 尽 可 能 地 
对 它们 作 重 复 多 次 的 观察 或 试验 ,每 次 的 环境 也 尽 可 能 地 相同 . 
在 我 们 观察 或 实验 的 整个 过 程 中 ,或 许 会 出 现 某 种 确定 的 趋势 . 
于 是 这 种 趋势 就 被 当 作 这 类 事物 的 性 质 .例如 ,我 们 拿 足 够 数量 
的 锅 块 样品 来 作 加 热 试验 ,我 们 发 现 每 当 温度 计 升 到 328 度 的 
时 候 , 铝 就 开始 糖化 .我 们 得 出 结论 : 铝 的 熔点 是 328 度 . 这 个 结 
论 的 缘 后 是 这 样 一 个 信念 :不 论 再 对 多 少 块 样品 进行 试验 ,只 要 
试验 的 环境 不 变 , 其 结果 也 必 是 一 样 的 . 

这 种 归纳 过 程 是 一 切实 验 科 学 的 基础 ,可 是 它 永 远 不 容 于 


严格 的 数学 . 不 但 用 它 来 证 明 数 学 命题 是 个 笑话 ,就 连用 它 来 确 


证 某 个 已 成 立 的 真理 ,也 是 不 可 接受 的 .因为 .要 证 明 一 个 数学 
命题 ,不 论证 实 多 少 例 子 也 是 不 够 的 ,而 要 反 证 一 项 陈述 ,只 消 
一 个 例子 就 够 了 .一 个 数学 命题 如 果 它 不 会 引出 逻辑 上 的 子 盾 ， 
它 就 是 真确 的 ,反之 就 是 错误 的 .演绎 法 所 根据 的 是 还 辑 上 的 也 
岳 律 , 别 无 其 他 全 . 
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归纳 法 不 容 于 数学 是 有 一 定 的 道理 的 . 试 以 前 章 所 提 过 的 
二 次 式 Cn? 一 2 二 41) 为 例 ,我 们 在 这 个 式 子 里 代入 n = 1,2， 
3,… ,直到 n = 40: 每 次 的 结果 ,我 们 都 得 到 一 个 质数 .我 们 能 下 
结论 说 ,对 于 ” 的 一 切 数值 ,这 个 式 子 都 代表 质数 吗 ? 就 连 最 
少 受 过 数学 训练 的 读者 也 会 看 出 这 样 一 种 结论 的 错误 . 可 是 有 
许多 被 认为 真确 的 物理 定理 ,其 证 据 比 这 还 少 ， 

数学 是 一 种 演绎 科学 ,而 算术 则 是 数学 的 一 个 分 支 .这 里 归 
纳 法 是 不 容许 的 .算术 的 命题 ,例如 即使 在 最 简单 的 计算 中 也 起 
着 重要 作用 的 运算 的 结合 .交换 、 分 配 等 性 质 ,都 必须 用 演绎 法 
来 论证 ,那么 根据 的 是 什么 原理 呢 ? 

这 原理 有 种 种 的 名 称 : 有 有 叫 作 数学 归纳 法 的 ,有 叫 作 完 全 归 
纳 法 的 ,也 有 叫 作 递归 推理 原理 的 .只 有 最 后 一 个 名 称 可 以 接 
受 , 其 他 都 是 误 名 . 归纳 法 这 个 词 给 这 方法 带 来 了 -- 种 完全 错误 
的 观念 ,因为 这 个 方法 并 不 含有 系统 试验 的 意思 . 

为 在 熟悉 的 领域 中 找 出 一 个 例证 ,让 我 们 设想 有 一 队 士 兵 ， 
每 个 士兵 都 被 告知 ,把 他 所 得 知 的 任何 情况 传 给 他 右边 的 人 .一 
位 刚刚 来 到 场地 上 的 指 括 官 想 确定 一 下 是 否 一 切 士兵 都 知道 了 
某 项 已 经 发 生 的 事情 ,他 用 得 着 每 个 士兵 都 去 问 吗 ? 用 不 着 ,如 
果 他 确信 每 一 士兵 所 知道 的 情报 ,其 右边 的 人 肯定 也 会 知道 , 那 


中 ”参看 附录 11: 拟 似 归 纳 法 . 
一 57 — 
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他 只 要 确定 左 端 第 一 人 知道 这 件 事 情 ,就 能 够 下 结论 说 :一 切 士 
兵 都 知道 它 了 ， 

这 里 所 用 的 推论 方法 是 递归 推理 的 一 个 例子 . 它 包 括 两 个 阶 
段 .首先 证 明 我 们 所 想 论证 的 命题 是 属于 罗素 所 谓 的 遗传 类 型 
的 :就 是 说 ,如 果 这 个 命题 对 于 一 个 序列 中 的 某 一 项 是 真 的 , 那 
乏 , 作 为 一 个 多 辑 的 必然 , 它 对 于 该 项 的 后 继 项 也 是 真 的 . 其 次 ， 
证 明 这 命题 对 于 序列 的 第 一 项 为 真 .这 一 步 叫 作 归纳 步 . 根 据 址 
传 的 特性 ,命题 对 于 第 一 项 为 真 , 则 对 于 第 二 项 也 为 真 ,对 于 第 二 
项 为 真 , 则 对 于 第 三 项 也 为 真 ,如 此 类 推 .我 们 这 样 继 续 下 去 , 直 
到 将 整个 序列 穷 举 完毕 ,也 就 是 说 ,一 直到 达 它 最 末 的 一 项 . 
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证 明 中 的 两 步 , 归 续 步 和 遗传 性 ,都 是 不 可 少 的 ;单独 的 一 
步 都 是 不 充分 的 . 费 尔 马 的 两 个 定理 的 历史 可 以 作为 例证 .第 一 


个 定理 可 以 陈述 为 ,不论 4 是 何 数 ,22" + 1 都 表示 质数 . 费 尔 马 
用 实际 试验 的 方法 表明 ,这 在 n=0,n = 1,2,3 或 4 时 都 是 对 
的 .但 是 他 不 能 证 明 其 遗传 性 ;事实 上 ,我 们 知道 欧 拉 指 出 当 
Rn = 5 时 , 它 不 成 立 , 从 而 否定 了 这 个 命题 .第 二 个 定理 是 断言 方 
程式 x*+ y= 六 ,在 n 交 于 2 时 ,没有 整数 解 .这 里 的 归纳 步 在 
于 证 明 本 命 三 在 n = 3 时 是 成 立 的 ,就 是 说 ,方程 式 sa + ya = 2 
没有 整数 解 , 很 可 能 , 费 尔 马 证 明了 这 一 点 ,如 果 确 是 这 样 , 这 也 
提供 了 对 那个 有 各 的 旁 注 的 一 种 解释 .不 管 怎么 说 ,我 们 看 到 ， 
这 第 一 步 是 由 欧 拉 完成 的 . 狂 下 的 是 要 证 明 这 个 性 质 是 遗传 的 ， 
就 是 说 ,假定 这 定理 在 n 为 某 值 (例如 P) 时 为 真 ,作为 一 种 逻辑 
的 必然 ,应 能 推演 出 方程 式 w+ 1+ ypP+1= w+! 也 没有 整数 解 . 
值得 注意 的 是 ,第 一 次 明白 地 建立 递归 原理 的 ,是 天 才 的 布 
莱 兹 : 巴 斯 伽 ,他 是 费 尔 马 的 同 代 人 和 朋友 . 书 斯 甸 在 他 1654 年 
发 表 的 论文 算术 三 角形 》 中 ,陈述 了 这 个 原理 .但 是 后 来 发 现 ， 


这 篇 论文 的 要 点 ,其 实 已 经 包含 在 巴 斯 侈 和 费 尔 马 讨论 关于 一 
个 赌博 的 问题 的 通信 中 了 ,这 也 就 是 现在 被 看 作 是 概率 论 从 而 [70] 
发 展 的 核心 的 那 次 通信 。 

递归 推理 原理 这 个 纯 数 学 中 如 此 基本 的 方法 和 概率 论 这 个 
一 切 归 纳 科 学 的 基础 ,二 者 都 是 在 设法 起 出 一 种 办 法 来 分 配 两 
个 赌 徒 的 未 决 赌注 时 想 出 来 的 ,这 也 真是 神秘 的 实 思 默 想 的 一 
个 好 题材 . 
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数学 归纳 法 的 原理 在 算术 上 的 应 用 ,最 好 的 例证 是 证 明 整 
数 如 法 是 一 种 可 外 售 的 运算 ,用 记 导 写 出 就 是 : 
a+(tb+e)=(a+b)+e., (1) 
我 们 来 分 析 a + 5 这 个 运算 : 它 意味 着 在 数字 a 上 加 1, 在 
得 到 的 结果 上 再 加 1, 这 个 方法 连作 5 次 . 同 理 ,a + (5 + 1}) 就 
意味 着 在 a 上 连续 加 (8 + 1) 次 1. 由 此 得 : 
a+(tb+1)=(a+b)+l1, {2) 
这 就 是 命题 (1 在 c = 1 时 的 情形 .上 面 所 作 的 构成 了 我 们 的 证 
明 中 的 妆 纳 些 . 
现在 要 证 遗传 性 了 .让 我 们 假设 在 e 的 某 值 例如 nr 时 ,这 个 
命题 为 真 , 即 
a+(tb+n)= (qa+b)+n, (3) 
两 边 都 加 1: 
[attb+rn)]+l=[Ca+b}+rnl+l. (4) 
由 于 (2), 这 个 等 式 可 以 写成 
at+ftbtan}+ll=(atrb)+(ntl)D, (5) 
且 由 同样 的 道理 , 它 等 于 
仙 此 式 原 书 写作 fa +)+tmd+i=a+[fp+n)+ ti, 左右 便 置 ， 
译 时 移 改 .一 一 译 者 


一 


[71 


-[723] 


a+[5+fa+l)]lj=fa+b+tn+1l) 中 (6) 
但 是 这 就 是 命题 (1) 在 c = n+ 1 时 的 情形 . 

所 以 , 若 原 命题 在 某 值 = 时 为 真 ,作为 一 种 逻辑 的 世 的 , 则 
在 其 后 继 数 rn + 1 时 也 必定 为 真 ,既然 它 在 1 时 为 真 , 则 在 2 时 
必 真 ;到 在 2 时 为 真 , 则 在 3 时 必 真 ;如 此 类 推 , 以 至 于 无 穷 . 

这 里 所 用 的 数学 归纳 法 原理 的 一 般 形 式 可 以 公式 化 如 下 ， 
知道 了 涉及 一 个 序列 的 命题 对 于 序列 的 第 一 项 为 真 ,并 知道 了 
车 假设 它 对 于 序列 中 茶 一 特别 项 为 真 时 , 则 作为 一 种 逻辑 的 必 
然 ,该 命 古 必 对 此 项 的 后 继 项 为 真 ; 据 此 ,我 们 就 可 以 下 结论 :这 
个 命题 对 于 序列 的 一 切 项 都 真 . 它 用 于 兵士 时 的 有 限制 的 原理 
和 它 用 于 算术 的 普遍 的 原理 二 者 之 间 的 差别 ,只 在 对 一 其 这 个 
词 的 解释 不 同 包 . 

让 我 重复 一 遍 : 正 是 根据 数学 归纳 法 的 普遍 的 原理 ,而 不 是 
其 有 限制 的 原理 ,算术 运算 的 真确 性 ( 当 我 们 初次 被 引入 数 的 奥 
秘 宁 时 ,是 相信 它 的 正确 性 的 ) 方 才 得 以 建立 起 来 . 
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下 节 是 由 昂 利 - 彭 加 勒 的 题 为 《数学 推理 的 本 质 》 的 论文 中 
摘 引 出 来 的 .这 篇 则 时 代 的 文章 作为 对 精密 科学 的 基础 的 一 系 
列 研 究 的 开端 ,发 表 于 1894 年 .这 篇 文章 的 发 表 , 吸 引 J 了 一 大 群 
其 他 数学 家 开始 了 一 个 收 正 古典 概念 的 运动 ,这 个 运动 的 最 后 
发 展 是 把 逻辑 几乎 完全 吸收 到 数学 体系 中 . 

彭 加 勤 的 巨大 权威 性 ,他 的 文体 的 精美 ,以 及 他 那 打破 传统 
观念 的 思想 ,使 他 的 著作 远 超出 了 范围 有 限 的 数学 界 . 有些 为 他 
号 传记 的 人 估计 他 的 作品 有 五 十 万 读者 ,创造 了 数学 界 的 空前 


DD 此 式 原 书写 作 (a + 5) ttn+1)=a+[5+ (n+1)], 译 时 移 
改 .一 一 译 者 

加 ”和 参看 附录 12: 数 学 归纳 法 举例 ， 

一 一 站 人 -一 一 


纪录 ， 

他 本 大作 为 数学 的 几乎 所 有 分 支 , 以 及 物理 学 .天 体力 党 的 
创造 者 ,具有 卓越 的 内 省 能 力 , 这 使 他 能 够 分 析 他 自己 所 取得 的 
成 就 的 本 源 . 他 的 洞悉 事物 的 头脑 ,对 最 基本 的 概念 特别 感 兴 
趣 ,这 些 概念 为 人 类 习惯 的 厚 过 所 蒙 盖 而 几乎 硬 不 可 人 ,其 中 包 
括 数 .空间 .时 间 等 . 
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“数学 这 禅 一 门 科学 的 可 能 性 ,本 身 就 像 是 一 个 不 可 解 
的 地 盾 . 如 时 这 门 科学 只 在 表面 上 是 演绎 的 ,那么 它 从 和 何 处 
获得 没有 人 敢 去 怀疑 它 的 那 种 彻 诡 的 严格 性 呢 ? 相反 ,如 
果 它 所 冰 述 的 每 一 命题 都 能 用 形式 慑 辑 规则 从 其 他 命题 演 
绎 出 来 ,为 什么 数学 不 能 还 原 成 为 一 个 广大 的 量 言 式 呢 ? 
三 段 论 法 并 不 能 教 给 我 们 什么 真正 新 的 来 西 ,而 且 , 邵 果 一 
切 都 是 由 同一 律 所 产生 出 来 的 ,那么 ,也 就 能 把 一 切 都 还 原 
成 为 同一 律 了 .然而 ,我 们 能 够 认为 ,那些 充 灌 在 卷 星 浩 莹 
的 著作 中 的 定理 ,不 过 是 4 是 4 的 各 种 迁 回 说 法 吗 ? 

“无 疑 的 ,我 们 可 以 回溯 到 公理 上 去 ,它们 是 所 有 这 些 
推理 的 本 源 , 如 果 我 们 确定 地 认为 这 些 公理 不 能 还 原 为 巴 
秆 律 , 如 果 我 们 在 它们 之 中 更 少 看 到 实验 的 事实 .…… 我 们 
仍 有 办 法 把 它们 看 作 是 沈 验 的 (a priori) 判 断 . 但 这 并 没有 
解决 困难 ,而 只 是 给 困难 确定 了 一 个 名 称 …… 


RR 


无 限 的 面前 ,这 个 逻辑 原理 便 失 灵 了 ,经 验 在 这 里 也 变 成 无 


“那么 这 个 判断 为 什么 具有 所 使 我 们 接受 的 如 此 强大 
的 力量 ? 这 是 因为 它 不 过 是 对 心灵 的 能 力 的 一 种 肯定 : 当 
一 种 动作 是 可 能 的 时 候 , 心 灵 就 知道 它 有 能 力 设想 这 同一 
动作 的 无 限 次 重复 ……” 

“我 们 必须 承认 ,这 和 通常 的 归纳 程序 有 极其 相似 之 
处 .但 是 ,其 中 有 一 个 根本 的 不 同 . 归纳 法 , 当 其 应 用 于 自然 
科学 时 , 常 是 不 确定 的 ,因为 它 的 基础 是 相信 宇宙 中 有 一 种 
普 竹 顺序 ,一 种 在 我 们 之 外 刘 顺 序 , 相 反 , 数 学 归纳 法 , 即 弟 
归 证 法 ,把 自身 视 为 一 种 必然 ,因为 它 不 过 是 心灵 本 身 的 一 
种 性 质 …… 

“我 们 只 能 循 着 数学 归纳 法 而 前 进 , 只 有 它 能 教 给 我 们 
新 的 东西 , 如 果 没 有 这 条 与 自然 归纳 法 不 同 但 却 同样 极为 
有 有 几 的 归 销 法 的 帮助 ,演绎 法 是 无 力 去 创造 出 一 种 科学 来 
的 . 

“最 后 要 注意 ,这 种 归纳 法 只 是 在 同一 运算 能 够 无 限 重 
复 时 才 是 可 能 的 .这 就 是 下 象棋 的 理论 永远 不 能 变 成 一 种 
科学 的 原因 :因为 局 中 的 各 步 并 不 是 彼此 相像 的 .” 
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压轴 戏 应 该 由 名 角 来 唱 , 所 以 ,这 一 章 本 宜 到 此 结束 ,然而 ， 

历史 铁 面 无 私 , 不 会 因 人 而 蜡 , 彭 加 勒 的 思想 所 引起 的 争论 今天 

仍然 风行 .因此 ,我 必须 加 上 一 点 镭 见 ,并 不 是 企图 对 于 这 个 论 

[74j 点 有 何 贡 献 ,因为 问题 双方 的 饱学 之 士 都 已 说 得 极为 周详 了 ,我 
的 目的 只 是 想 使 争论 的 焦点 变 得 更 为 明显 . 

递归 推理 , 当 它 应 用 于 数 的 有 限 序列 时 ,在 逻辑 上 是 无 懈 可 

击 的 .在 这 种 际 制 的 意义 上 ,递归 原理 所 断言 的 是 :如 果 一 个 命 

题 是 遗传 型 的 ,那么 它 对 于 序列 中 的 尾 何 项 的 真 假 , 视 其 对 序列 


的 第 一 项 的 真 息 而 定 . 

这 种 有 限制 的 原理 足以 创造 出 一 种 有 限 的 ,有 界 的 算术 . 比 
如 说 ,我 们 可 以 因 计 数 过 程 的 生理 上 或 心理 上 的 限制 ,在 自然 序 
列 的 某 处 ,例如 一 百 万 之 处 ,加 以 截断 .在 这 种 算术 中 ,加 法 和 条 
法 ,只 要 可 能 ,就 必 是 站 合 性 的 和 交换 性 的 ;但 是 这 两 种 运算 却 
并 不 是 永远 可 能 的 .例如 ,(500 000+ 500 001) 和 (1000x 1001) 
这 两 个 式 子 就 是 没有 意义 的 ,而 这 种 无 意义 的 场合 显然 远 远 多 
于 有 意义 的 场合 .这 种 对 整数 的 限制 相应 地 引起 了 对 分 数 的 限 
制 :没有 一 个 小 数 能 够 在 六 位 以 上 .而 把 革 这 类 分 数 化 为 小 数 ， 
也 是 没有 意义 的 .无 限 均 分 和 无 限 增长 是 同样 地 没有 意义 的 ,我 
们 将 一 件 东西 均 分 成 一 百 万 份 以 后 ,就 达到 不 可 分 的 境地 了 ， 

在 几何 上 也 会 有 同样 的 情形 . 如 果 我 们 想象 平面 不 是 向 四 
面 八方 无 限 展开 ,而 是 限于 平面 中 的 一 个 有 和 界 区 域 ,例如 说 ,是 
一 个 圆 ,在 这 种 有 界 几何 中 ,两 条 直线 相交 就 会 是 一 种 不 确定 的 
事情 ;两 条 任意 的 直线 不 一 定 能 成 一 个 角 ; 三 条 任意 的 直线 也 不 
一 定 能 围 成 一 个 三 角形 0. 

然而 ,这 种 有 界 算术 和 有 界 几 何 ,不 但 在 逻辑 上 是 不 可 推翻 
的 ,和 而且, 尽管 初 看 起 来 做 乎 有 些 奇 等 ,但 它们 比 起 人 类 世代 相 
传 的 各 种 无 界 的 算术 和 几何 来 ,反而 更 接近 于 我 们 所 感觉 的 实 
在 . 
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数学 归纳 法 的 有 限制 的 原理 ,包含 着 一 申 有 限 多 个 三 段 论 ， 
每 一 个 自身 都 是 一 致 的 ;由 于 这 个 原因 ,该 原理 实际 是 古典 逻辑 
的 一 个 结果 . 

然而 算术 证 法 中 所 用 的 方法 , 即 完全 归纳 法 的 普遍 的 原理 ， 


DD 参看 附录 和 3; 论 有 界 几 何 . 


[75] 


却 远 远 超 出 了 有 限制 的 原理 的 范围 .我 们 不 能 满足 于 说 ,一 个 对 
1 真 的 命题 ,如 果 它 对 任 一 数 为 真 时 对 其 后 继 数 也 真 , 则 这 命题 
对 一 切 数 都 真 . 它 隐 含 地 断定 每 一 数 都 有 一 后 总数 ， 

这 种 断定 不 是 逻辑 的 必然 ,因为 它 不 是 从 古典 逻辑 的 定律 
所 推出 的 .这 种 断定 也 决 不 是 我 们 所 能 想象 的 唯一 东西 ,因为 与 
它 相 反 ,假定 一 个 数 的 有 限 序列 ,从 而 引出 的 有 界 算术 ,也 是 同 
样 站 得 住 脚 的 ,这 种 断定 也 不 是 由 我 们 感觉 的 直接 经 验 所 引出 ， 
因为 我 们 的 一 切 经 验 都 宜 告 它 是 错误 的 .最 后 ,这 种 断定 也 不 是 
由 实验 科学 的 历史 发 展 所 得 的 结果 ,因为 一 切 最 新 的 证 据 都 指 
出 宇宙 是 有 界 的 ,而 且 从 原子 构造 的 最 新 发 现 看 来 ,物质 的 无 限 
可 分 性 也 应 当 称 之 为 一 种 神话 . 

无 限 的 概念 虽然 不 是 由 逻辑 或 经 验 强 加 给 我 们 的 ,但 它 却 
是 一 种 数学 的 必然 .那么 , 当 一 个 动作 一 旦 可 能 ,我 们 的 心灵 就 
能 够 设想 这 个 动作 的 无 限 次 重复 .这 种 心灵 力量 的 背后 究竟 是 
什么 昵 ? 对 于 这 个 问题 ,我 将 在 这 部 书 中 反复 进行 讨论 . 


第 5 章 符 ”与 


“我 们 无 法 导 开 一 种 感觉 , 即 这 些 数 学 公式 自 有 其 
独立 的 存在 , 自 有 其 本 身 的 智慧 ;它们 比 我 们 还 要 陪 
明 ,甚至 比 发 明 它 们 的 人 还 要 聪明 ;我 们 从 它们 得 到 
的 , 实 比 原来 装 进去 的 多 .” 

一 一 享 利 希 : 赫 蒋 (Heinrich Hertz》 
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代数 学 ,就 今日 所 用 的 这 和 名词 的 广 交 上 说 ,所 论 的 是 符号 形 
式 的 运算 .就 这 种 意义 来 说 , 它 不 但 渗透 了 全 部 数学 ,而 且 侵入 
了 形式 逻辑 甚至 形而上学 的 领域 .不 但 如 此 ,按照 这 种 解释 , 代 
数 的 历史 简直 和 人 类 帝 驶 普遍 性 命题 的 能 力 同样 地 古老 ;和 人 
类 辨别 某 些 和 任何 的 能 力 闻 样 地 古老 . 

然而 ,这 里 我 们 感 兴 趣 的 只 是 一 种 很 狐 义 的 代数 , 即 广 世代 
数 中 应 当 叫 作 方 程 支 论 的 部 分 .代数 (Algebra) 这 个 各 词 最 初 也 
正 是 在 这 种 较 狭 的 意义 上 使 用 的 ,这 个 字 来 自 阿拉 伯 文 “Al "是 
阿拉 伯 文 的 冠 词 ,相当 于 英文 的 the，gebra 是 动词 ,有 安置 、 复 
位 的 意思 .在 今天 ,西班牙 仍 用 Algebrsta 这 个 字 来 指 施行 某 种 
接骨 手术 的 人 . 

代数 这 个 字 ,恰巧 出 自 穆罕默德 .本 ' 乱 萨 . 阿 勒 ' 花 刺 子 米 
{Mohammed ben Musa Al Kworesmi) 所 著 的 书 名 的 变 称 .前 面 已 
经 说 过 ,这 位 阿 勒 ' 花 刺 子 米 是 大 有 功 于 位 置 命 数 法 发 展 的 人 ， [77] 


他 的 著作 的 全 名 是 :Algebar wal Muquabaiah》, 准确 的 译 法 是 : 
《 论 复 位 及 调整 .本 : 穆 萨 所 用 的 复位 一 词 和 我 们 今天 所 用 的 物 
项 一 词 同 义 ,就 是 将 方程 的 诸 项 从 等 号 一 边 称 到 另 一 边 ,例如 ， 

把 3x +7=25 移 成 3x =25- 了 . 
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原始 代数 的 遗迹 已 发 现 于 苏 美 尔 人 的 粘土 片上 ,并 且 似 乎 
在 古 埃 及 人 中 已 经 发 展 到 了 很 高 的 程 讶 .的 确 , 公 元 前 18 世纪 
以 前 的 兰 德 (Rhind) 古 芒 草 纸 中 ,已 经 载 有 论 及 食品 和 其 他 物资 
分 配 的 问题 ,这 些 问题 导致 了 简单 的 方程 .这 些 方程 的 未 知 数 用 
“ 堆 "(bau) 表 示 ; 加 法 和 减法 则 表示 为 人 脚 从 被 运算 的 对 象 向 前 
走 或 向 后 走 . 芦 草 纸 上 有 一 位 叫 阿 顽 美 斯 (Ahmes) 的 割 名 .由 文 
本 中 的 许多 明显 的 廖 误 看 来 ,这 位 阿 赫 美 斯 不 过 是 一 位 书 更 ,他 
对 他 所 抄写 的 东西 实在 上 只 有 一 知 半 解 ,所 以 ,可 以 猜想 古 埃及 人 
的 文化 程度 比 这 个 芦 草 纸 要 我 们 相信 的 要 高 些 . 即 使 照 现在 这 
样 ,埃及 人 的 代数 无 疑 要 比 古 芦 草 纸 早 好 几 百 年 . 

在 各 个 不 同 国家 ,代数 的 发 展 通 常 连续 经 历 三 个 阶段 : 文 肆 
阶段 ,缩写 阶段 和 符号 阶段 .文辞 代数 的 特点 就 是 完全 不 用 符 
号 .当然 ,文字 的 使 用 本 身 就 具有 符号 的 意义 这 点 除外 .到 今天 ， 
文辞 代数 应 用 于 如 “各 项 之 和 与 项 的 次 序 无 关 " 这 类 陈述 , 它 以 
符 屿 表示 则 为 a+t+b=b+a. 

缩写 代数 是 文辞 代数 的 进一步 发 展 ,埃及 的 代数 就 是 它 的 
一 个 典型 例子 , 某 些 常用 的 字 逐 浙 缩 写 起 来 ,最 后 紧缩 到 连 它们 
的 康 义 也 完全 忘记 了 ,这 使 得 符号 和 它们 诛 来 所 表示 的 运算 已 
没有 什么 明显 前 联系 .缩写 已 经 变 成 了 一 种 符号 . 

“+ "和 ”- “两 个 符号 的 历史 可 以 作为 例证 ,在 中 世纪 的 欧 


中 ”这 个 古 埃及 文献 是 苏格兰 人 人 亚历山大- 享 利 . 兰 德 在 19 世纪 所 
发 现 的 .一 一 译 者 
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[一 


洲 , 减 号 一 向 用 minus( 碱 ) 整 个 字 来 表示 , 以 后 才 用 在 第 一 个 字 
母 mm 上 面 加 一 画 来 表示 ,久而久之 ,字母 本 身 淘 汪 了 ,只 剩 下 所 
加 的 一 秒 . 加 号 也 经 过 类 似 的 演变 .读者 可 以 参看 前 面 的 图 表 ， 
这 是 几 个 标准 记号 的 编 年 史 . 
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竺 番 都 以 前 的 希腊 代数 本 质 上 就 是 文辞 代数 .希腊 人 为 什 
么 这 样 不 善于 创造 出 一 套 符 号 体系 ,对 这 个 问题 曾经 提出 了 多 
种 解释 .最 流行 的 一 种 理论 是 :希腊 文 的 字母 同时 代表 着 数目 ， 
如 果 用 同一 字母 来 表示 一 般 的 量 , 容 易 引 起 泥 清 .有 人 指出 ,于 
亚都 看 到 希腊 的 字母 5 有 两 种 书写 的 形式 :so 和 5 ,6 表示 的 ， 
但 是 后 一 个 5 却 没 有 数值 意义 ,因为 这 个 碌 因 , 丢 番 都 用 它 来 代 
表 未 知 数 . 

事情 的 真实 情况 是 ; 丢 番 都 的 未 知 量 记号 更 像 是 希腊 字 
arithmos( 数 ) 的 第 一 音节 的 缩写 ,他 就 是 用 这 个 名 字 来 称呼 问题 
中 的 未 知 数 的 .此 外 ,上 述 理论 似乎 忽略 了 下 述 情况 :希腊 文中 
只 有 小 写字 母 是 当 必 数字 用 的 .希腊 人 实在 还 可 以 自由 应 用 他 
们 的 大 写字 母 作为 记号 ,而 且 他 们 的 确 也 是 这 样 用 的 . 

然而 ,这 些 大 写字 母 却 从 来 没有 被 用 作 运 工 符号 ,而 只 是 用 
作 标 记 , 在 几何 图 形 上 用 来 指示 各 个 不 同 的 点 和 元 素 . 这 种 描述 
性 的 记号 ,我 们 今天 仍 用 来 指明 几何 图 形 上 的 各 个 不 同 点 ,不 要 
忘记 ,这 种 习惯 是 希腊 人 人 留 下 的 遗产 . 

真 的 ! 希腊 的 思想 太 具体 了 ,所 以 它 本 质 上 是 非 代数 的 . 摘 
象 的 代数 运算 所 研究 的 是 存 意 地 除去 其 实质 内 容 的 对 象 , 这 不 
是 对 研究 物体 本 身 最 感 兴趣 的 希腊 人 所 能 够 想象 的 , 社 号 不 是 
一 种 空洞 的 形式 , 它 是 代数 的 本 质 .没有 这 样 的 符号 ,对 象 就 是 
人 类 的 感知 , 它 反映 出 人 的 感官 把 握 对 象 的 各 个 方面 ;用 符号 代 
蔡 之 后 ,对 象 就 变 成 了 一 个 完全 的 抽象 物 , 只 是 某 一 指定 运算 的 
运算 对 象 而 已 . 
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希腊 思想 刚 记 从 可 塑造 的 阶段 脱颖而出 的 时 候 , 就 进入 了 
衰落 时 期 .在 希腊 文化 的 这 个 衰落 的 时 期 ,产生 了 两 位 突出 的 人 
物 . 他 们 都 生活 在 公元 第 3 址 纪 , 都 来 自 亚 历 山 大 利 亚 (Alexan- 
dria) ,都 在 传播 新 理论 的 种 子 ,这 些 理 论 深远 得 使 同时 代 的 人 
不 能 理解 ,而 注定 要 在 若干 世纪 之 后 才 成 长 为 重要 的 科学 . 帕 普 
斯 (Pappus) 的 “ 设 解 不 定论 "(Porisms ) 预 见 了 投影 几何 ,于 看 都 
的 问题 则 为 近代 的 方程 式 论 打下 了 基础 . 

去 番 都 是 希腊 数学 家 中 率直 承认 分 数 是 数 的 第 -一 个 人 .他 
又 是 不 仅 对 简单 方程 ,而 且 对 二 次 和 更 高 次 的 方程 作 了 系统 处 
理 的 第 一 个 人 .尽管 他 的 符号 体系 很 繁琐 ,尽管 他 的 方法 不 精 
美 , 可 是 他 应 当 被 看 作 是 近世 代数 的 先驱 ， 

然而 ,于 得 都 是 烛 火 将 熄 时 的 回光返照 .在 西方 世界 ,漫长 
的 中 世纪 的 黑暗 时 代 开 始 了 .希腊 文化 的 种 子 注定 要 在 异国 的 
泥土 中 发 芽 生长 ， 


S 


印度 人 也 许 继承 了 希腊 科学 中 的 某 些 纯 事实 ,但 没有 继承 
希腊 人 批判 的 敏 才 .天 使 徘徊 而 不 逆 涉 足 的 地 方 , 轧 去 往往 就 阁 
进去 了 .印度 人 不 受 严 并 性 的 谴责 的 束缚 ,也 没有 诡辩 家 来 麻 六 
自己 的 创造 性 想象 . 他们 随便 运用 整数 和 比 ,运用 零 和 无 限 .并 
且 运 用 其 他 许多 字 ; 例 如 , 间 是 Sunya 一 字 , 既 用 以 代表 虚无 ( 它 
最 终 就 变 成 了 我 们 的 零 ) ,又 用 来 表示 未 知 数 . 

然而 印度 人 的 素 朴 的 形式 主义 比 适 腊 人 批判 性 的 严谨 ,对 
代数 的 发 展 更 有 功绩 . 辐 然 印度 的 代数 是 缩写 的 代数 ,但 它 却 很 
高 明 , 它 的 符号 不 过 是 代表 对 象 或 运算 的 原 字 的 第 一 个 音节 黑 
了 ;然而 他 们 不 但 有 了 基本 运算 和 相等 的 符号 ,并且 还 有 了 负数 
的 符号 .不 仅 如 此 ,他 们 还 得 出 了 一 次 和 二 次 方程 的 移 项 .变形 


[81] 


等 各 种 法 则 ， 
他 们 所 处 理 的 问题 的 类 型 确实 很 简单 ,这 正 是 那个 阶段 的 
代数 的 典型 .我 们 可 以 从 《和 莉 拉 瓦 蒂 》(Lilawati) 中 引 两 个 问题 ， 
这 是 一 本 写 于 公元 8 进 纪 的 普通 神学 的 论著 : 
“从 一 束 纯洁 区 荷花 中 , 取 三 分 之 一 喜 给 大 自在 天 ,五 
分 之 一 规 给 毗 温 奴 ,六 分 之 一 喜 给 太阳 神 ; 另 外 四 分 之 -- 送 
[82] 给 天 去 .所 余 的 六 朵 送 给 可 歼 的 教师 ,请 快 告诉 我 ,共有 荷 
花车 干 茶 ?” 
“在 一 次 打 情 名 俏 中 ,将 一 串 项 链 和 弄 断 了 .三 分 之 一 的 
珠子 落 在 地 上 ,五 分 之 一 散在 床上 ,女子 寻 得 六 分 之 一 ,她 
的 情人 寻 得 十 分 之 一 ; 线 上 还 剩 下 六 粒 . 问 原 链 共有 若干 珠 
子玉 
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印度 的 教学 在 欧洲 没有 发 生 什 么 直接 的 影响 .但 是 阿拉 从 
人 人 无疑 从 婆罗 门 知 识 的 代表 者 那儿 学 到 了 算术 和 代数 ,这 些 婆 
胸 门 在 第 9 和 第 10 世纪 中 ,在 开明 的 哈里 发 的 宫廷 受到 盛情 的 
款待 .这 个 时 期 的 穆斯林 文明 万 是 两 种 文化 的 混合 :东方 文化 和 
需 腊 文化 .大 量 的 焚 文 积 希腊 文 的 古典 文学 .科学 和 哲学 被 译 成 
阿拉 伯 文 ,并 且 为 阿拉 伯 学 者 所 热诚 研究 .许多 这 种 译本 被 保存 
至 今 ,成 为 历史 知识 的 丰富 源泉 .关于 这 一 点 ,我 们 不 要 忘记 , 收 
藏 希腊 古代 文物 最 丰富 的 亚历山大 利 亚 图 书馆 ,曾经 两 度 被 洗 
动 和 般 坏 过 :第 一 次 是 4 世纪 的 基督 教 诸 充 ,第 二 次 是 7 世纪 的 
狂热 的 穆斯林 .其 结果 ,一 大 批 古 代 手 稿 散 失 了 ,如 果 不 是 阿拉 
伯 译 本 ,它们 就 无 从 留 传 给 后 世 了 . 

人 们 常常 说 ,阿拉 伯 人 的 历史 使 命 就 是 在 这 个 过 滤 时 代 充 
当 了 希腊 文化 的 保护 人 .对 此 ,他 们 确实 非常 称职 .但 是 , 除 此 以 
外 ,他 们 还 以 自己 的 卓越 贡献 丰 寅 了 这 个 宝藏 .在 这 个 时 期 的 许 
多 第 一 流 数学 家 中 ,我 可 以 提出 一 个 人 ,这 个 人 的 和 名望 是 有 文化 


的 大 所 共 知 的 :这 就 是 蔓 默 - 伽 亚 席 (Omar Khayya'm). 这 位 《4 短 


拜 集 光 Rubaiyat) 的 作者 , 原 是 哈里 发 言 廷 的 一 位 天 文官 .虽然 
《 兽 拜 集 》 是 用 波斯 文 写 的 ,而 压 加 却 写 了 一 本 阿拉 伯 文 的 代数 ， 
在 这 本 著作 中 .他 充分 利用 了 他 的 希腊 开 何 和 印度 代数 的 知识 
来 解 三 次 和 四 次 方程 .他 其 袜 可 以 尊 为 图 解法 的 创始 入 .此 外 ， 
还 有 迹象 表明 :他 在 牛顿 (Newton) 之 先 发 明 了 二 项 式 定 理 中 . 
虽然 这 样 ,阿拉 伯 人 却 不 曾 在 符号 方面 有 丝毫 的 改进 .阿拉 
伯 人 接受 了 印度 的 代数 , 却 没 有 保留 其 奇妙 的 缩写 符号 体系 ,这 
是 数学 中 上 一 个 最 奇怪 的 现象 .反之 ,他 们 退回 到 和 希腊 的 文辞 代 
数 阶段 ,有 个 时 期 甚至 于 在 其 代数 论著 中 ,于 脆 除 去 数字 记号 ， 
而 宁愿 把 每 一 个 数 全 部 写 出 来 .这 是 不 是 因为 阿拉 伯 人 过 于 起 
作 希 腊 文 化 的 婧 系 , 以 至 于 否认 他 们 曾 得 益 于 牙 罗 门 文化 呢 ? 


了 


当 穆斯林 文化 达到 其 最 高 点 时 ,欧洲 还 在 沉 睫 之 中 .关于 这 

个 黑暗 时 代 及 紧 接 着 的 几 个 过 渡 世 纪 , 大 数学 家 雅 科比 (Jacobi) 
在 论 笛 卡 儿 的 演说 中 作 了 一 个 精采 的 索 描 | 

“历史 上 有 过 一 个 子夜 ,这 我 们 可 以 大 致 确定 在 纪元 一 

千年 前 后 .这 时 代 , 艺术 和 科学 几乎 从 人 类 的 记忆 中 消失 

了 . 蜡 教 主义 的 晚 廊 已 经 消逝 ,而 新 生 的 日 子 尚 未 开始 . 世 

界 上 文化 的 痕迹 只 有 在 萨 拉 避 人 之 中 才 可 以 找到 , 某 个 教 

皇 求 知心 切 , 乔 装 进入 他 们 的 大 学 ,这 因此 成 了 西方 的 奇 

事 . 最 后 ,基督 教徒 能 于 向 殉 孝 者 的 相 叔 去 祈祷 了 , 结 队 走 


一 一 


83] 


向 救世 主 本 人 的 坟 慕 ,在 那里 再 次 发 现 的 只 是 墓室 已 空 , 基 [84] 


党 又 死 而 复活 了 .人 类 也 就 由 死 中 复活 这 来 了 ,他们 重新 开 
展 了 生命 的 事务 和 活动 ;艺术 和 工艺 都 狂热 地 复兴 起 来 . 城 
市 繁荣 了 ,新 的 居民 区 建立 起 来 . 契 马 市 埃 (Cimabue) 重 新 


个“ 参看 附录 14: 方 程 的 图 和 解法， 
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发 现 了 甬 没 了 的 绘画 艺术 ;但 了 (Dante) 重 新 发 现 了 诗 .此 
外 , 阿 贝 拉 尔 德 !1Abelard) 和 和 圣 托马斯 ' 阿 要 那 (Saint Thomas 
Adquinas) 等 人 .以 极 大 的 果 基 精神 ,地 然 把 亚 里 士 多 德 的 逻 
辑 观念 引入 天 主教 ,从 而 建立 了 经 陀 哲 党 .然而 当 教 人参 把 科 
学 置 于 它 的 儿 姻 之 下 时 , 它 就 要 求 科 学 所 活动 的 方式 必须 
同 教堂 自己 的 法 规 一 样 ,无 条 件 地 服从 于 权威 .这 样 一 来 ， 
经 院 学 派 不 但 远 不 能 解放 人 类 精神 ,反而 把 它 蔡 锣 了 几 百 
年 ,直到 科学 自由 研究 的 可 能 性 本 身 也 变 得 十 分 可 疑 . 最 
后 ,上 曙光 终于 破晓 ,人 类 重新 获得 保证 ,决心 利用 自己 的 天 
赋 才 能 ,在 独立 思想 的 基础 上 ,创造 出 一 各 关于 家 然 的 学 
问 . 砚 史上 这 个 黎明 时 期 就 叫做 文艺 复兴 或 知识 的 复活 
这 里 谈 到 十 字 军 , 它 的 目的 当然 一 点 也 不 是 去 寻求 文化 .可 
是 十 字 军 所 完成 的 恰 愉 就 是 这 桩 事情 .三 个 世纪 以 来 ,基督 教 的 
列强 用 长 剑 把 他 们 的 “文化 ?强加 给 穆斯林 .但 是 唯一 的 结果 却 
是 :阿拉伯 人 的 更 先进 的 文化 徐 缓 而 稳步 地 渗入 了 欧洲 .西班牙 
和 地 中 海 东 岸 的 阿拉 伯 人 ,对 欧洲 的 文艺 复兴 实在 是 大 有 功劳 
的 . 
文艺 复兴 始 于 意大利 .数学 的 第 一 部 知名 之 作 是 非 波 纳 契 
(Fibonaeci) 写 的 , 他 是 一 位 具有 非凡 才能 的 人 ,他 的 深 见 远 识 远 
远 超过 他 所 生活 着 的 13 世纪 .他 的 职业 是 一 位 商人 , 广 历 近东 
各 地 ,吸取 了 那个 时 代 阿 拉 伯 的 知识 ;但 他 同时 对 希腊 的 数学 文 
献 叉 很 娴熟 .他 在 算术 、 代 数 , 几 何 上 的 贡献 ,成 为 此 后 三 百年 间 
意大利 数学 的 丰富 源泉 ,关于 这 一 点 , 且 留 到 下 一 章 再 说 . 
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代数 史上 的 转折 点 万 是 16 世纪 后 期 法 国人 维 时 德 (Viate) 
所 写 的 一 篇 短 论 , 他 在 写作 时 总 是 使 用 拉丁 名 :弗朗西斯 科 . 维 


叶 塔 (Franciseus Yieta) ,他 的 伟 太 成 就 在 我 们 今天 看 起 来 是 十 
分 简单 的 .从 他 的 论文 中 可 以 总 结 出 下 面 一 段 : 


“在 这 里 ,我 们 用 一 种 技巧 来 帮助 我 们 区 别 已 冶 的 量 和 

所 求 的 或 未 知 的 量 , 这 就 是 用 一 种 有 永久 性 质 的 、 易 于 理解 

的 符号 体系 例如 ,用 4 或 其 他 母音 字母 表示 未 知 量 ， 

用 B,C,G 或 其 他 子音 字母 表示 已 知 量 ,” 

这 种 母音 -子音 记号 的 寿命 不 长 .在 维 叶 塔 死 后 的 半 个 世 
纪 内 ,出 现 了 管 卡 儿 移 《 几 何 学 》, 其 中 用 字母 表 开 首 的 字母 宕 示 
已 知 量 ,未 尾 的 字母 表示 未 知 量 . 笛 卡 儿 的 记号 不 但 取代 了 维 叶 
塔 的 记号 ,并 且 一 喜 沿 用 到 现在 . 

维 叶 塔 的 主张 虽然 在 形式 上 很 少 被 应 用 ,但 是 在 精神 上 无 
疑 是 被 采用 了 .有 系统 地 用 字母 来 代表 未 定 的 但 保持 不 变 的 数 
量 , 如 他 所 称 为 “逼真 算法 ”(Logiatica Speeiosa) 的 办 法 ,在 数学 
发 展 上 占有 卓著 的 地 位 ,这 是 维 叶 塔 的 伟大 贡献 . 
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外 行人 是 不 易 评 定 维 叶 塔 的 贡献 的 真正 价值 的 .这 种 文字 
记号 难道 不 仅仅 是 一 种 形式 而 已 吗 ? 最 多 也 不 过 是 一 种 方便 的 
速记 吧 ? 毫 无 疑问 ,写作 

(a+b) =a+2ab +b? 
是 很 经 济 的 ,但 它 真 的 就 比 我 们 说 ,两 数 和 的 平方 等 于 两 数 平方 
的 和 加 上 两 数 乘积 的 二 信 , 这 样 一 句 与 上 述 恒等式 等 同 的 话 , 表 
达 更 多 的 意思 吗 ? 

文字 记号 在 这 里 又 和 一 切 最 成 功 的 改革 一 样 , 遭 到 了 同样 
的 命运 . 它 的 普遍 应 用 使 人 难以 相信 , 况 会 有 个 时 期 流行 种 种 比 
它 拙劣 得 多 的 笔 办 法 .今天 ,用 字母 表示 一 般 数 量 的 公式 几乎 和 
通常 文字 一 样 地 常见 ,许多 人 都 把 我 们 运用 记号 的 能 力 看 作 是 
凡 有 智力 的 人 几乎 都 有 的 天 然 豪 赋 ;但 它 之 所 以 成 为 自然 的 事 
情 , 不 过 是 国 为 它 已 经 变 成 了 我 们 头脑 中 的 固定 习惯 而 已 .而 在 
维 叶 塔 的 时 代 , 这 种 记号 却 成 为 一 种 对 世代 传统 的 根本 变革 .说 
老实 话 ,这 种 方法 连 伟 大 的 丢 番 都 以 及 他 的 聪敏 的 阿拉 伯 的 后 


[86] 


继 者 都 没有 想到 ,天 才 的 菲 波 纳 契 几乎 发 现 了 它 , 却 又 失 之 交 
臂 , 这 样 的 一 种 方法 我 们 能 说 它 是 来 自 天 然 的 吗 ? 
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算术 的 历史 和 代数 的 历史 有 个 显著 的 相似 之 点 .在 前 者 ,我 
们 已 经 看 见 , 人 类 和 一 个 没有 零 的 符 续 的 不 移 用 的 命 数 法 苗 斗 
了 几 千 年 .在 后 者 ,由 于 缺乏 一 般 的 记号 ,使 得 代数 成 为 一 堆 解 
数值 方程 的 偶然 的 方法 .正如 零 的 发 现 创造 了 今日 的 算术 ,字母 
记号 也 使 代数 史 开 辟 一 个 新 的 纪元 . 

这 种 符号 体系 的 威力 在 什么 地 方 呢 ? 

首先 ,字母 将 代数 从 字句 的 束缚 下 解放 出 来 .我 的 意思 不 但 
是 说 ,如 果 不 用 字母 记号 , 则 任何 普遍 陈述 都 成 了 一 大 串 累 蓝 的 
言语 ,会 受到 人 类 语言 的 种 种 含 精 和 误解 的 影响 ,这 一 点 已 经 相 
当 重 要 了 ;但 是 更 重要 的 是 :文字 有 因 若 干 世 纪 的 使 用 而 连带 的 
种 种 禁 如 ,字母 则 完全 没有 .和 技 番 都 使 用 的 arithmos , 菲 波 纳 疤 
使 用 的 res ,都 是 有 先入 之 见 的 概念 :它们 意味 着 一 个 整数 .但 是 
维 叶 塔 的 4 和 我 们 现在 所 用 的 x 是 不 依附 其 所 假定 代表 的 有 具 
体 事 物 而 独立 存在 的 . 符 导 有 一 种 超越 它 所 钴 征 的 事物 的 意义 : 
这 就 是 为 什么 符号 不 仅仅 是 一 种 形式 的 缘 胡 ， 

其 次 ,字母 可 以 使 人 在 变换 文字 表达 式 时 便于 操作 ,从 而 把 
任何 陈述 都 变 为 许多 等 价 的 形式 . 正 因为 具有 这 种 变形 的 能 力 ， 
民 惟 超出 了 方 恒 的 议 记 的 水 平 . 

在 引入 字母 记号 之 先 ,只 能 论 受 各 别 的 式 子 ;每 个 式 子 , 诸 
如 2x+3;3x 一 5;x2+4x 寺 7;3x? 一 4x +5 等 式 ,各 有 其 独自 特 
点 ,只 能 一 个 个 地 按 其 本 身 的 特点 来 处 理 . 字 母 记号 能 从 个 别 转 
到 集体 ,能 从 “ 某 些 " 转 到 “任何 ”及 一切". 一 次 式 ax + 5, 二 次 
式 ax?+ bx +e, 每 个 这 样 的 式 子 现 在 都 可 看 作 单 独 的 一 类 , 正 
由 于 此 , 才 有 可 能 得 出 作为 一 切 应 用 数学 的 基础 的 函数 的 一 般 
理论 ， 
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但 是 ,下 真 算法 "的 最 重要 的 贡献 ,也 是 我 们 在 本 书 中 所 最 
为 关心 的 问题 ,是 它 在 一 般 数 概念 的 形成 中 所 起 约 作用 . 
当 我 们 限于 处 理 数值 方程 ,例如 


(1} x+4=6. (1) x+6=4, 
24 = 各、 2r = 5, 
X= 9; x 二 7 


时 ,我 们 可 流 满 足 于 (就 像 中 世纪 大 多 数 代数 学 家 所 做 的 那样 } 
这 样 的 陈述 :第 一 组 方程 可 解 ,第 二 组 方程 不 可 解 . 
但 是 当 我 们 讨论 同样 类 型 的 字母 方程 : 
和 十 术 三 各 站 
bx =a, 
时 ,由 于 数据 的 不 定性 ,使 我 们 不 得 不 对 问题 作出 指示 性 的 或 符 
号 性 的 解答 : 


之 后 ,我 们 再 规定 :a 一 定 要 大 于 8, 式 子 e -4 才 有 意义 ; 
a 如 果 不 是 请 的 整 倍数 , 世 就 没有 意义 ;除非 a 是 完全 的 n 次 方 


数 ,否则 Ya 就 不 是 一 个 数 ,这 样 做 将 是 徒然 的 . 因为 将 无 意义 的 
东西 写 下 来 本 身 就 给 了 它 一 个 意义 ;我 们 很 难 否 认 已 经 有 了 一 
个 名 称 的 事物 的 存在 . 

再 者 ,我们 是 以 a。 > ,a 是 5 的 倍数 ,e 是 完全 的 次 方 数 
等 为 前 提 , 去 发 现 对 a - 寻 全 ;和 等 符号 的 运算 法 则 的 .但 是 ， 
这 些 符号 表面 上 并 没有 什么 标志 可 以 使 我 们 识别 那 些 是 合法 


[88] 


-一 


[89 


[98] 


的 ,哪些 是 不 合法 的 ,这 使 得 我 们 早晚 总 会 提出 ,即使 把 这 些 符 


号 当 作 真正 的 数 来 演算 也 不 会 出 现 什 么 矛盾 .这 离 把 这 些 符 号 
看 作 是 广义 的 数 只 差 一 步 了 . 
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以 上 就 是 早期 的 代数 中 的 大 致 轮廓 ,或 者 更 恰当 地 说 ,是 与 
它 逐 新 引出 一 般 数 概念 有 关 的 一 个 方面 ,由 于 两 个 原因 ,我们 现 
在 必须 离开 历史 的 路 线 .第 一 ,因为 在 维 叶 塔 的 时 代 之 后 ,数学 
的 发 展 太 快 了 ,要 系统 地 叙述 其 过 程 ,不 是 本 书 范围 所 及 .再 者 ， 
当 只 限于 技术 方面 的 进展 时 , 它 的 发 展 对 于 数 的 科学 的 基础 没 
有 什么 重大 的 影响 ， 

今日 的 算术 和 和 维 叶 塔 以 前 的 算术 的 区 别 在 于 对 “不 可 能 "的 
态度 的 转变 .17 世纪 以 前 的 代数 学 家 赋予 这 个 名 词 以 绝对 的 意 
义 .认定 了 自然 数 是 一 切 算术 运算 的 特有 数 域 ,他 们 把 可 能 性 ， 
或 者 说 ,限制 了 的 可 能 性 , 视 为 这 些 运 算 的 内 在 性 质 . 

因此 ,算术 的 直接 运算 一 一 加 法 (a + 5), 矢 法 (ab), 自 狗 


(at) 一 一 是 全 可 能 的 ;而 逆 运 算 一 减法 (a - 5), 除 法 (名 ) , 开 


方 (Ya ) 一 一 则 只 在 有 限制 的 条 件 下 是 可 能 的 . 维 叶 塔 以 前 的 代数 
学 家 ,只 满足 于 陈述 这 些 事实 ,他 们 不 能 对 问题 作 更 深入 的 分 析 . 

现在 ,我 们 知道 可 能 和 不 可 能 ,各 自 只 有 相对 的 意义 ;二 者 
都 不 是 运算 的 内 在 性 质 ,而 仅 是 人 类 传统 对 于 所 和 运算 的 数 域 所 
加 的 一 种 限制 .除去 了 这 种 限制 ,把 数 域 扩 大 ,不 可 能 就 变 成 可 
能 了 号 . 
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算术 的 直接 运算 所 以 是 全 可 能 的 ,因为 这 些 运算 不 过 是 一 


中 参看 附录 15: 几 柯 中 的 “可 能 "和 “不 可 能 "两 个 术语 ， 


系列 的 重复 运算 ,一步 一 步 地 深入 到 自然 数 的 序列 中 ,而 自然 数 


则 先 验 地 假定 为 无 限 的 . 若 除 去 这 个 假定 ,把 运算 域 限 于 一 个 有 
限 的 集合 ( 设 为 -- 千 以 下 的 自然 数 ), 则 如 925+ 125, 或 67 x 1 
的 运算 就 变 为 不 可 能 的 了 ,而 相应 的 式 子 也 就 失去 了 意义 . 

或 者 , 设 我 们 的 数 域 只 限于 奇数 .乘法 还 是 全 可 能 的 ,因为 
任何 两 个 奇数 的 积 还 是 奇数 ,可 是 在 这 种 限制 的 域 之 中 ,加 法 成 
为 完全 不 可 能 的 运算 ,因为 任何 两 个 奇数 的 和 绝 不 可 能 是 奇数 . 

再 举 一 例 , 若 数 域 具 限于 质数 , 刚 乘 法 就 不 可 能 了 ,理由 很 
简单 ,因为 两 个 质数 之 积 绝 不 能 是 质数 ;而 加 法 则 只 在 极 少数 的 
场合 中 是 可 能 的 . 璧 如 两 项 之 中 一 项 是 2, 另 一 项 是 挛 质 数 中 的 
较 小 的 一 个 ,如 2+11= 13. 

还 有 别 的 例子 可 以 引证 ,不 过 即使 这 少数 几 个 例子 已 经 足 
以 显 孙 出 可 能 .不 可 能 .无 意义 诸 词 的 相对 性 了 .一旦 认识 了 这 
种 相对 性 ,自然 会 问 : 能 否 把 限制 的 数 域 作 适 当 的 扩大 ,使 算术 
的 道 运算 也 和 直接 运算 一 样 成 为 全 可 能 的 ? 

若 欲 使 减法 为 全 可 能 ,只 要 把 堆 和 负 整 数 加 到 自然 载 的 序 
列 中 就 够 了 .由 此 而 创造 出 来 的 数 域 叫 作 一 般 的 整数 域 ， 

同样 , 将 正 负 分 教 加 到 整数 域 中 ,就 使 得 除法 也 成 为 全 可 能 
的 了 . 

这 样 产生 出 来 的 数 一 一 正 负 整数 . 正 负 分 数 和 零 一 一 就 构 
成 了 有 理 数 域 . 它 代替 了 整数 算术 的 自然 数 域 .四 种 基本 运算 ， 
原 只 是 应 用 于 整数 的 ,现在 就 准 此 类 推 地 推广 到 这 种 广 祥 的 数 
上 了 . 

我 们 可 以 做 到 这 一 切 而 不 会 产生 矛盾 .不 但 如 此 ,除了 下 面 
我 们 将 说 明 的 一 点 保留 之 外 ,任何 两 个 有 理 数 的 和 、 差 、 积 、 商 本 
身 还 是 有 理 数 .这 个 非常 重要 的 事实 常常 表示 为 下 列 陈述 :有 理 
数 域 对 于 算术 的 基本 运算 是 闭合 的 . 

那个 唯 -- 的 但 义 很 重要 的 保留 ,就 是 以 零 作 和 除数 .这 相当 于 
求 方程 x"0=a 的 解 .如 果 a 不 短 于 雷 ,这 方程 式 是 不 可 能 的 ， 


[91] 


{92 


a 


因为 我 们 在 给 零 以 定义 时 ,就 趟 得 不 承认 等 式 pp-0=0 了 .所 
以 ,不 存在 一 个 能 满足 方程 +*0 = a 的 有 理 数 . 

反之 ,方程 **0= 0 对 于 x 的 任何 有 理 数值 都 能 满足 . 因 
此 ,这 里 的 x 是 一 个 不 定数 量 . 除 非 引 出 这 方程 的 问题 可 提供 


其 他 一 些 情况 ,我 们 必须 把 4 看 作 表 示 任何 有 理 数 的 符号 ,而 4 
则 当 作 没 有 有 理 数 的 符号 . 
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这 些 讨论 虽然 好 像 很 繁琐 ,可 是 用 符号 ,它们 可 简化 成 下 面 
的 陈述 : 设 c,5,e 是 任意 有 理 数 ,而 a 不 等 于 零 , 则 必 有 一 个 ， 
且 只 有 一 个 有 理 数 * ,能 满足 方程 

ax+b=c, 

这 个 方程 叫 作 线性 方程 , 它 是 各 种 方程 中 最 简单 的 类 型 . 接 
着 线性 方程 的 是 二 次 三次、 四 次 .五 次 以 至 于 一 般 任何 次 的 伐 
教 方程 ,次 数 = 指 下 面 方 程 中 未 知 数 x 的 最 高 指数 : 

ax" + bx lt er 2++ pr + gq=0, 

但 即使 这 些 方程 也 还 没有 穷尽 为 数 无 穷 的 各 种 方程 ; 指数 
方程 、 三 角 通 数 方 程 . 对 数 方 程 . 图 函数 方程 、 摘 轩 方 程 等 等 组 成 
了 一 个 范围 更 大 的 种 类 ,它们 通常 归 在 一 个 包罗 万 象 的 术语 即 
超越 方程 之 下 

是 不 是 有 理 数 城 对 于 处 理 这些 无 穷 多 种 类 型 的 方程 完全 够 
用 了 呢 ? 在 下 章 我 们 可 以 看 到 ,这 是 太 不 够 用 了 .我 们 一 定 会 预 
料 到 , 数 域 的 推广 将 是 趟 来 越 复杂 .但 是 这 种 推广 并 不 是 任意 
的 ;在 这 种 推广 计划 的 机 制 中 ,隐藏 着 一 个 主导 的 统一 的 观念 ， 

这 个 观念 有 时 半 作 国 本 原则 . 它 是 德国 数学 家 赫 尔 曼 . 汉 克 
尔 (Hermmann Hanckel) 在 1867 年 首次 明确 地 建立 的 ;不 过 这 个 
观念 的 萌芽 已 经 包含 在 威廉 . 罗 万 .汉密尔顿 (Wiliam Rowan 
Hamilton) 萎 士 的 著述 中 了 .汉密尔顿 是 19 世纪 最 有 创造 性 .最 


富 成 果 的 思想 家 之 一 . 

现在 我 把 这 个 原则 用 定义 的 形式 表述 出 来 : 

一 个 包含 无 限 多 的 符号 的 集 台 , 当 其 可 以 满足 下 述 条 件 时 ， 
就 叫 作 一 个 数 域 ,其 中 每 个 单独 元 案 则 叫 作 一 个 数 . 

第 一 :在 该 集合 的 元 素 中 ,可 以 找 出 一 个 与 自然 数 的 序列 相 
一 致 的 序列 

第 二 ;我 们 要 能 建立 一 种 等 级 判别 准则 ,用 这 准则 可 以 判别 
任何 两 个 元 素 是 否 相 等 ;如 果 熙 等, 则 判别 熟 大 郭 小 . 若 这 两 个 
元 聚 都 是 自然 数 时 ,这些 判别 标准 就 化 为 自然 标准 . 

第 三 :对 于 集合 中 的 任何 两 个 元 素 ,可 以 设计 出 一 种 加 法 和 
来 法 ,它们 具有 自然 运算 中 加 法 和 乘法 所 具有 的 交换 、 结 合 、 分 配 
诸 性 质 , 若 两 元 素 均 为 自然 数 , 则 此 两 种 运算 就 化 为 自然 运算 下. 
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这 些 十 分 一 般 的 讨论 ,没有 谈 到 固 本 原则 如 何 运 用 于 特殊 
情况 的 问题 .汉密尔顿 使 用 了 一 种 他 称 之 为 代数 匹配 的 方法 来 
说 明 这 种 方法 .我 们 举 有 理 数 来 作 例 释 . 


车 a 是 6 的 倍数 , 则 符号 训 表 示 以 5 除 a 的 运算 .所 以 
号 = 3 的 意义 是 说 ,所 表示 的 除 式 的 商 为 3. 现 在 , 设 有 两 个 这 样 


表示 的 除 式 , 蚌 否 有 方法 不 实际 进行 运算 就 能 决定 其 结果 是 相 
等 ,或 就 大 就 小 呢 ? 答案 是 肯定 的 ,我们 有 下 面 的 


= 于 ,如 ad = be, 
等 级 判别 准则 1 对 > 地 ,如 ad > ie; 


S -| 


< 了 ,如 ad < be. 


QD 参看 附录 16: 相 等 的 意义 . 
一 790 一 
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还 可 以 更 进一步 :不 需 将 所 表 的 除 式 实际 算出 ， 我 们 也 能 制 
定 出 关于 所 表示 的 数量 的 运算 法 则 : 


[94] 现在 让 我 们 不 再 假定 a 是 5 的 倍数 . 我 们 把 芳 看 作 数 学 实 
体 的 一 个 新 领域 中 的 符号 .这 些 符 号 实体 依赖 于 依 一 定 次 序 书 
写 的 两 个 整数 a 和 + .对 于 这 种 数 偶 的 集合 ,我 们 也 加 以 上 述 的 
等 级 判别 准则 : 即 我 们 认为 ,例如 ; 


二， 因为 20x12= 16x 15; 


44、53 
了 > 可 ， 因为 4x4>5x3. 


我 们 对 这 些 数 偶 定 义 运 算 ,其 规则 与 前 面 提 到 的 当 a 是 8 
的 倍数 及 e 是 a 的 致 ， 全 如: 


x5)+(3x4)_ 
5x3 


A ,对 于 固 本 原则 的 一 切 假定 都 满足 了 : 
- 新 数 域 包含 着 自然 数 为 其 子 数 域 , 因 为 我 们 可 以 将 一 切 
然 雪 写成 数 个 的 形式 ， 
1 之 
1°1 


3 4.., 
17? 1， 


时 EE 


2. 新 数 域 具有 等 级 判别 准则 , 若 志 和 3 都 是 自然 数 ,这 判 
别 准 则 就 还 原 为 自然 数 的 判别 准则 . 
[站 ] 3， 新 数 域 也 有 两 种 运算 ,它们 具有 加 法 和 和 药 法 的 一 切 性 


质 , 若 记 和 是 自然 数 时 ,这 两 种 运算 就 还 原 为 自然 数 的 加 法 和 


乘法 . 

国 此 ,这 些 新 实体 满足 男 本 原则 的 全 部 假定 .它们 已 经 证 明 
有 资格 和 自然 数 排 在 -- 起 了 ,已 经 有 资格 当 得 起 数 这 个 称号 了 . 
它们 从 此 就 被 形 认 本 ,这 个 包括 了 新 旧 二 者 的 数 域 , 被 正式 命名 
为 有 理 数 域 . 
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乍 看 起 来 , 固 本 原则 在 对 运算 的 选择 上 亿 卑 条 件 太 宽 ,从 而 
使 得 它 所 假定 的 广义 数 没 有 窗 大 的 实际 价值 .但 是 ,有 关 且 然 序 
到 必须 是 数 域 的 一 部 分 ,以 及 基本 运算 必须 具有 交换 ,结合 ， 
配 渚 性 质 ( 如 自然 运算 那样 ), 这 些 限制 (我 们 将 在 下 面 看 到 ) 只 
有 很 特殊 的 数 域 才 可 以 满足 . 

按照 因 本 原则 建立 的 算术 ,其 情形 可 比 之 为 一 个 一 忆 想 扩 
张 但 又 想 永久 保存 那些 使 其 强大 的 固有 的 根本 法 律 的 国家 的 政 
策 .这 两 种 不 同 的 目标 一 一 一 方面 力图 扩张 ,一 方面 保持 统一 
一 一 自然 会 影响 到 接受 新 邦 加 入 联邦 的 种 种 规定 ， 

因此 , 固 本 原则 的 第 一 点 相当 于 宣布 :原核 心 邦 将 为 整个 联 
邦 定 基调 .其 次 , 原 邦 是 一 种 赛 头 政治 ,其 国民 各 有 等 级 ,新 邦 必 
须 同 此 .这 个 条 件 相当 于 固 本 原则 的 第 二 点 . 

最 后 ,规定 了 各 邦 国民 之 间 互 相 混合 的 法 律 :必须 使 新 加 入 
联邦 的 新 邦 国民 和 原 邦 国民 之 疝 没有 隔 闵 , 

自然 ,我 不 要 读者 把 这 种 类 比 看 得 太 认 真 .我 提出 这 个 类 
比 ,只 希望 通过 这 种 较为 熟悉 的 例子 引起 联想 ,这 样 固 本 原则 表 
面 的 矫 择 造作 就 消去 了 . 


17 


导致 建立 有 理 数 域 的 种 种 考虑 ,是 叫 必 教学 算 本 化 的 历史 
过 程 的 第 一 步 .这 个 运动 始 于 19 世纪 0 年 代 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 
《Weierstrass) ,其 目的 在 将 纯粹 的 数学 概念 ,如 数 、 对 应 和 集合 


L96] 


[% 


Ci 


等 ,和 和 长久 以 来 因数 学 与 几何 及 力学 的 联系 而 产生 的 直觉 观念 ， 
分 离开 来 . 

形式 主义 者 认为 ,这 些 直 党 观念 在 数学 思想 中 实在 是 太 根 
深 汞 固 了 .所 以 纵使 我 们 在 选 房 上 尽 了 最 大 的 前 愤 .这些 记 后 面 
隐藏 的 意义 还 会 影响 我 们 的 推理 .这 是 因为 人 类 的 词 都 含有 内 
容 因 而 带 来 很 多 麻烦 ,而 数学 的 目的 却 蚌 要 建立 纯粹 的 思维 形 
式 . 

但 是 如 何 才能 避免 使 用 人 类 的 语言 呢 ? 管 复 是 符号 .只 有 
用 不 曾 为 那些 含糊 观念 如 空间 、 时 间 .连续 性 等 所 侵占 了 的 符 汪 
语言 一 一 这 些 合 糊 观 念 起 源 于 直觉 ,常会 妨 得 纯粹 的 推理 一 一 
我 们 才 有 希 户 把 数学 建筑 在 逻辑 的 稳固 基石 之 上 . 

这 就 是 这 个 学 派 的 纲领 .这 学 派 的 创始 人 是 意大利 的 皮 亚 
诺 ,而 最 现代 的 代表 人 人 物 是 伯 特 兰 : 罗 素 和 怀特 海 (A.N .White- 
head) .后 二 人 在 他 们 的 巨著 《数学 原理 》(Principia Mathematica》 
中 ,曾经 企图 重建 现代 数学 的 整个 基础 ,他 们 由 明晰 .基本 的 假 
定 出 发 ,并 循 严格 的 铸 辑 原理 展开 .用 了 精密 的 符号 体系 ,就 可 
使 与 人 类 语言 不 可 分 离 的 含糊 性 没有 存 身 的 余地 ， 

《4 原理》 这 部 书 将 永远 成 为 刻苦 工作 各 卓越 见地 的 纪念 碑 . 
其 作者 是 否 成 功 地 建立 起 了 一 种 完全 依靠 纯粹 推理 而 不 为 人 类 
直觉 所 侵 染 的 结构 呢 ? 我 没有 能 力 回 答 这 个 问题 .因为 我 还 未 
曾 磁 到 过 任何 一 位 数学 家 曾 把 那 三 大 卷 巨 作 全 部 拜读 过 , 数学 
界 流 行 的 一 段 佳话 说 : 志 界 上 只 有 两 个 人 曾 将 & 原 理 》 自 始 至 终 
读 完 .究竟 这 两 个 人 是 否 包 括 原作 者 在 内 ,我 也 说 不 上 . 
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我 承认 我 个 人 对 于 皮 亚 诺 一 -罗素 学 派 的 极端 形式 主义 是 
不 地 苟同 的 .我 承认 他 们 的 符号 逻辑 方法 一 直 没有 引起 我 的 兴 
趣 , 我 承认 我 展 次 努力 想 去 把 握 他 们 的 复杂 的 符号 体系 ,其 结果 
总 是 头 乡 脑 胀 以 至 于 失望 .这 种 个 人 的 愚 癖 无 疑 地 会 沾染 我 的 


pe 


这 也 就 是 我 不 应 该 在 这 里 表白 我 的 偏见 的 重要 原因 . 

不 过 我 确信 ,这 些 偏见 不 会 使 我 做 信和 数 学 符号 体系 的 作用 . 
我 个 人 的 意见 是 ,这 种 符号 体系 之 所 以 非常 重要 ,并 非 在 于 它 所 
作 的 将 直觉 驱逐 出 人 类 思想 的 领域 的 希望 不 太 的 努力 ,而 是 在 
于 它 有 无 限 的 力量 来 协助 直 党 ,创造 出 新 的 思维 形式 . 

要 明白 这 点 ,并 不 需要 精通 现代 数学 的 复杂 的 技术 性 的 符 
叶 体 系 . 只 楼 考察 一 种 较为 简单 但 也 更 加 微妙 的 语言 的 符号 体 
系 就 够 了 . 因为 ,就 我 们 的 语言 能 够 表明 精确 的 意思 来 说 ,也 不 
过 是 一 种 符号 系统 ,一 种 十 是 的 文辞 代数 ,名 词 和 主语 也 只 不 这 
是 各 组 物体 的 符号 ,动词 象征 关系 ,而 文句 无 非 是 联结 这 些 组 的 
命题 罢了 .然而 字 一 方面 基 某 一 组 的 抽象 符号 .同时 它 还 能 唤起 
一 种 形象 一 一 这 一 类 事物 的 某 个 代表 者 的 具体 形象 .我 们 应 该 
在 请 诗 的 这 种 二 重 作用 里 去 寻找 逻辑 和 直觉 之 间 后 来 发 生 巴 盾 
的 萌 薄 

一 般 的 字 如 此 ,特殊 的 代表 自然 数 的 字 也 是 如 此 .因为 数字 
能 够 在 我 们 头脑 中 有 唤起 具体 集合 的 形象 ,在 我 们 看 来 它们 如 
此 扎根 于 坚实 的 现实 中 ,以 至 于 被 赋予 了 一 种 绝对 的 性 质 . 可 是 
用 在 算术 上 ,它们 的 意义 不 过 是 一 组 服从 某 种 运算 法 则 系统 的 
抽象 符号 罢了 . 

我 们 一 旦 认识 了 自然 数 的 这 种 符号 性 本 质 , 它 的 绝对 品 性 
即 衫 失 了 . 它 与 以 它 为 核心 的 推广 域 的 内 在 血 亢 关 系 就 十 分 明 
显 了 .与 此 同时 , 数 概 念 的 次 第 推广 也 就 成 了 自然 进化 过 程 的 不 
可 避免 的 步骤 ,不 再 是 乍 团 来 那样 的 人 为 的 和 随意 的 魔术 把 戏 
了 . 
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第 6 章 不 可 说 


“上 帝 创 造 了 整数 ,其 佘 都 是 人 类 的 作品 .” 
一 一 利 奥 波 尔 德 .克隆 尼克 (Leopold Kronecker) 
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数 统治 了 毕 达 哥 拉 斯 派 的 宇宙 . 

这 里 所 谓 数 ,并 非 指 这 个 字 的 现代 意义 :在 这 里 占 路 最 高 统 
治 地 位 的 是 自然 数 , 即 正 整 数 .但 是 毕 达 哥 拉 斯 派 的 宇宙 也 不 是 
我 们 的 宇宙 ,我 们 的 宇宙 是 超 平 直接 感觉 的 .通过 现 已 构成 我 们 
日 常生 活 的 主要 部 分 的 各 项 发 明 叶 现 出 来 的 ,包罗万象 的 .其 至 
是 不 可 思议 的 宇宙 ;而 希腊 人 的 宇宙 则 限于 较 能 直接 感觉 到 的 
事物 . 

毕 达 哥 拉 斯 派 在 声音 的 和 谐 中 , 见 到 对 他 们 的 数 的 哲学 的 
证 明 . 视 觉 和 触觉 的 和 谐 , 则 在 完满 的 几何 图 形 中 得 到 至 高 的 表 
现 : 圆 和 球 , 正 多 边 形 和 完美 的 立体 ,都 是 造物 主 建造 世界 时 所 
使 用 的 元 案 . 在 这 里 ,他 们 也 满怀 信心 地 期 望 , 人 们 将 发 现 数 是 
最 高 统治 者 . 

“点 是 位 置 的 单位 元 素 ." 这 是 毕 达 哥 拉 斯 派 几何 的 基础 .在 
这 人 句 华 丽 的 文辞 背后 ,我 们 可 以 看 出 一 种 质朴 的 观念 : 线 是 由 原 
子 次 第 连接 击 成 的 ,有 如 项 链 由 一 串珠 子 组 成 一 样 .原子 也 许 非 
常 之 小 .但 都 质地 相同 ,大 小 一 样 ,它们 可 以 作为 度量 的 最 后 单 

i100] 位 .因此 , 取 任意 两 个 线段 ,它们 的 长 度 之 比 不 过 是 各 段 所 含 的 


诛 子 数目 之 比 而 已 . 

任何 三 角形 ,特别 是 直角 三 角形 的 名 边 的 情形 自然 也 是 如 
此 . 毕 达 哥 接 斯 派 从 埃及 输入 了 “黄金 " 三 角形 , 它 的 各 边 之 比 是 
3:4:5. 不 久 叉 发 现 了 其 他 的 “ 毕 达 车 拉 斯 "三 角形 ,诸如 5: 12: 
13 和 和 8:15:17 等 .这 样 ,认为 一 切 三 角形 都 是 有 理 的 -一 一 这 种 
信念 看 来 越发 查 明 有 据 了 .固然 有 些 三 角形 (实际 上 是 大 多 数 三 
角形 ) 不 能 产生 这 艇 完美 的 比例 ,但 这 不 足 为 闸 ; 因 为 其 比例 可 
以 竹 伸 为 很 大 的 数 , 而 希腊 人 的 计算 技术 本 来 就 是 非常 原始 的 . 

这 样 ,事情 暂时 停止 不 前 . 
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对 这 种 三 角形 的 研究 导出 了 一 个 重大 的 发 现 ,这 个 发 现 至 
今 还 铭刻 着 毕 达 哥 拉 斯 的 名 字 , 并 县 成 为 吉 典 几何 学 的 一 条 基 
本 定理 .这 定理 说 :在 任意 直角 三 角形 中 ,两 腰 上 所 作 的 正方 形 
之 和 等 于 导 上 所 作 的 正方 形 . 相 传 这 定理 是 毕 达 哥 拉 斯 亲自 发 
现 的 ,他 对 这 定理 的 精美 大 为 欣赏 ,特地 以 一 水 牛人 系 献 神 只 .不 
过 ,已 经 确实 证 实 , 毕 达 哥 拉 斯 小 是 严格 的 素食 主义 者 ,这 和 各 本 
传说 是 否 能 够 相 容 , 生 留 待 读者 自行 判别 . 

毕 达 哥 拉 斯 是 否 是 通过 演绎 推理 推出 这 条 定理 ,这 是 很 可 
怀疑 的 . 它 很 可 能 是 一 个 经 验 的 产物 .同样 ,他 也 不 像 掌 握 了 这 
个 命题 的 严格 证 明 .但 是 他 和 他 的 门徒 极端 重视 这 命题 ,这 是 毫 
无 疑义 的 ;因为 他 们 在 这 里 看 到 几何 和 算术 的 国有 联系 ,这 又 证 
实 了 季 们 的 格言 :“ 数 统治 字 宙 ”， 

但 是 ,这 个 胜利 是 短命 的 . 的确 ,这 个 定理 的 一 个 直接 结果 
是 另 一 个 新 发 现 : 正方 形 的 对 角 线 是 不 可 用 边 来 度量 的 .究竟 什 
么 人 首先 建立 这 条 定理 以 及 它 如 何 得 出 的 ,这 大 概 是 于 古 不 破 
之 吝 了 .以 下 的 欧 几 里 得 的 这 个 漂亮 的 证 明 ,显然 是 从 一 种 比较 
原始 的 方法 发 展 起 来 的 .但 不 论 是 谁 发现 的 , 它 使 毕 达 哥 拉 斯 派 
诸 大 大 为 喜 和 惊 则 是 毫 无 疑义 的 .给 这 类 数量 所 取 的 名 字 就 是 最 
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好 的 证 据 .这 种 不 可 度量 的 数 被 叫 作 “ 阿 洛 贡 "(Alogon) , 即 不 可 


说 之 意 ,而 且 他 们 立 餐 不 泄漏 此 类 数量 存在 的 秘密 .造物 主 的 天 
工 中 出 现 了 无 法 解释 的 破绽 ,此 事 自 应 绝对 保守 秘密 ,以 免 他 天 
败露 而 把 境 怒 发 泄 到 人 类 身上 . 

普罗 克拉 斯 (Proclus) 说 : 

“ 听 说 ,首先 泄 漠 无 理 数 的 秘密 者 们 终于 范 数 覆 舟 中 

命 .因为 对 不 可 说 的 和 无 定形 的 必须 保守 税 密 , 凡 揭 圳 了 或 

过 间 了 这 种 生命 的 象征 的 人 必定 立 遭 毁灭 ,并 万 世 受 屠 永 

. 恒 的 波涛 的 摆布 .” 
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时 间 过 去 不 到 一 下 年 , 毕 达 哥 拉 斯 派 的 秘密 已 经 成 为 一 切 
有 思想 的 人 的 共同 财富 .不 可 说 的 已 经 说 出 来 了 ,不 可 思议 的 已 
经 表 以 言词 了 ,不 可 泄漏 的 已 经 旦 显 于 凡人 之 前 了 .人 类 已 经 品 
尝 了 知识 的 禁果 ,而 被 逐 出 毕 达 哥 拉 斯 数 的 乐园 之 外 ， 

无 理 数 的 出 现 ,标志 者 毕 达 哥 拉 斯 主义 作为 一 种 自然 哲学 
体系 的 衰落 . 毕 达 哥 拉 斯 派 所 宣扬 的 算术 的 物 和 几何 的 物 之 间 
的 完满 和 谐 河 来 是 一 个 骗局 : 数 对 于 宇宙 的 最 直接 方面 一 一 
何 一 一 尚且 无 法 解释 , 它 又 如 何 能 够 统治 宇宙 呢 ? 

这 样 ,企图 用 数 来 穷尽 天 下 万 物 的 第 一 次 努力 便 结束 了 ， 
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欧 几 里 得 证 明正 方形 的 对 角 线 不 能 用 它 的 边 来 度量 的 证 法 
和 大 多数 的 古典 证 法 一 样 ,属于 归 衣 法 类 型 . 它 只 是 表面 是 几何 
的 ,因为 它 实际 建筑 在 纯 数 论 的 推 究 之 上 .用 现代 的 术语 来 说 ， 
取 正 方形 的 各 边 为 一 ,以 x 表 对 角 线 , 毕 达 再 拉 斯 定理 即 妇 结 


xxz“ 位 +12. 即 xx2=2， (1) 


息 设 有 一 个 有 理 数 能 满足 这 个 方程 ,那么 正方 形 的 对 角 
线 便 可 以 用 边 来 度量 了 .我 们 假设 是 这 种 情形 , 且 设 分 数 是 已 
约 至 最 简 的 分 数 . 这样 p 和 4g 两 个 整数 中 ,至 少 必须 有 一 个 是 奇 
数 ,我 先 证 明 p 不 能 是 奇数 . 以 * 代 (1) 式 中 的 x 即 得 


=2， 即 p*=2092. (2) 


故 p? 必然 是 偶数 , 即 p 必然 是 偶数 . 
了 既然 是 偶数 , 设 p = 2r ,此 处 + 是 另 一 个 未 知 的 整数 . 代 
入 (2) 式 即 得 
4r* =29:, 即 Gd2= 2r. (3) 


这 和 (2) 式 是 同一 类 型 .但 是 这 就 意味 着 整数 g 也 是 偶数 ,这 和 所 [103] 


设 。 为 不 复 可 约 相 蔬 质 , 央 而 证 得 方程 x? = 2 不 能 有 有 理 数 根 . 
这 种 证 法 具有 完全 的 普遍 性 .略为 烽 改 即 可 适用 于 方程 


xz=3， YX 一 SS， r=6; 
xi=2, xi=3, xi=4. 
或 适用 于 更 普遍 的 方程 
xX" =, 


若 a 不 是 某 有 理 数 的 整 n 次 方 , 则 方程 x"= a 温 有 有 理 根 . 
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在 一 些 不 甚 重 要 的 希腊 几何 学 家 诸如 亚历山大 利 亚 的 希 罗 
(Her 和 士 才 拿 (Smyra) 的 西 么 (Theon) 等 人 的 著作 中 ,我们 可 
以 找到 无 理 数 YJ2,y3,35 等 的 近似 值 .如 何 求 得 这 些 数 值 的 方法 
则 未 见 提 及 .因为 这 些 近 似 值 多 半 都 很 精确 ,所 以 数学 史家 常常 
想入非非 地 要 把 这 些 未 知 的 方法 重新 建立 起 来 .这 样 的 理论 有 
许多 .有 的 相信 希腊 数 学 家 已 经 有 无 穷 级 数 的 知识 ;有 的 刚 以 为 
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他 们 已 有 连 分 数 的 知识 .我 也 自行 杜撰 一 种 说 法 ,虽然 也 不 免 只 
是 一 种 猜测 ,但 是 至 少 我 还 不 曾 假定 希腊 人 已 经 通晓 现代 的 算 
法 吕 ， 

我 的 理论 是 : 欧 几 里 得 对 “2 为 无 理 数 的 证 明 , 对 普通 的 希腊 
数学 家 来 说 过 于 奇特 而 不 能 使 他 们 信服 .在 毕 达 哥 拉 斯 派 中 也 
许 还 有 “ 死 硬派 ”, 不 肯 放 弈 求 出 .2 ,3 等 的 有 理 值 的 希望 .寻找 
这 种 有 理 值 会 循 着 最 自然 的 路 线 进 行 .例如 ,2 这 个 数 ,可 以 用 
无 限 个 其 分 母 为 完全 平方 数 的 分 数 来 表示 : 

2 3838 18 32 30 72 128 200 


车 .2 是 一 个 有 理 数 , 则 一 直 “ 往 下 进行 "的 结果 ,最 后 必定 可 以 找 
到 一 个 分 子 也 是 完全 平方 数 的 分 数 . 在 这 点 上 他 们 自然 失败 了 ， 
但 是 作为 一 个 副产品 ,而 得 出 了 一 个 很 精确 的 近似 值 .的 确 , 因 
为 


而 


这 就 是 .5 的 西 翁 近 似 值 ,1 蕊 , 它 和 真 值 相差 不 到 七 百 分 之 一 . 
我 提出 这 个 理论 而 不 管 其 价值 如 何 . 
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几何 中 有 各 种 各 样 的 问题 (其 中 有 些 问题 的 类 型 极为 简单 ) 
不 能 作出 数值 的 解答 ,或 者 说 ,至 少 不 能 在 有 理 数 域 的 范围 内 有 
解答 .就 取 边 长 为 一 的 正方 形 的 对 角 线 为 例 , 凡 学 过 用 圆规 和 直 


尺 作 基 本 图 形 的 儿童 都 会 以 几何 法 确定 其 对 角 线 ,其 他 可 导致 


中 参 填 附录 17: 无 理 狼 量 的 有 理 近 做 值 . 


二 次 .三 次 及 高 次 方程 甚至 超越 方程 的 问题 ,情况 也 是 如 此 .而 


这 类 问题 却 完 全 不 是 有 理 算 术 力 所 能 及 的 . 

另 一 方 商 ,无 理 量 总 可 以 用 有 理 量 来 表示 它 的 达到 任何 精 
确 程度 的 近似 值 . 上 节 所 述 的 办 法 具有 完全 的 普遍 性 .同样 性 质 
的 办 法 尚 有 :中 、 小 学 所 教 的 开平 方 算法 ;展开 为 级 数 法 ; 连 分 数 
法 ;以 及 许多 其 他 方法 .这 类 方法 在 我 们 遇 到 没有 有 理解 的 问题 
时 都 可 取 来 应 用 .这 些 方法 能 使 无 理 数 被 “ 戏 " 在 两 组 有 理 数 的 
序列 之 间 , 一 组 常 “ 小 "于 该 无 理 数 , 另 一 组 则 常 “ 太 ”于 该 无 理 
数 . 而且 ,这 两 组 有 理 近 似 值 之 间 的 区 间 可 以 缩减 到 任意 小 . 

既 能 如 此 ,我 们 还 有 什么 奢求 呢 ? 物理 学 家 ,工程师 以 及 一 
般 讲 实用 的 人 都 会 心满意足 了 .物理 学 家 对 于 计算 方法 的 要 求 ， 
是 其 精确 程度 只 要 能 充分 跟 上 他 的 量度 器 械 的 日 益 增 长 的 精确 
性 使 够 了 .若干 数量 ,如 如, x ,e 等 ,虽然 在 数学 上 不 能 用 有 理 
数 表示 .但 是 这 绝 不 会 使 他 思 转 不 眠 .只 要 数学 供给 他 的 有 理 近 
似 值 能 达到 他 所 需要 的 精确 程度 就 行 了 . 
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数学 家 对 于 这 个 问题 的 态度 却 不 同 ,理由 是 :他 把 有 理 数 域 
看 作 一 个 整体 ,一 个 集会 .他 把 这 个 集合 看 作 由 人 负 无 限 大 起 ,经 
过 零 , 直 到 正 无 限 大 .这 个 集合 是 有 序 的 ;任意 两 个 有 理 数 ,他 都 
可 以 说 出 熟 大 就 小 .在 任意 两 个 有 理 数 之 间 , 他 总 能 播 入 第 三 个 
有 理 数 ,而 不 论 那 两 个 数 原 来 是 如 何 地 接近 .用 一 句 行 话说 ,有 
理 域 是 处 处 稠密 的 . 简 言 之 ,他 把 有 理 数 的 集合 看 作 是 一 个 紧密 
过 续 体 ,似乎 其 闻 没 有 空 际 . 

在 他 看 来 ,这 个 集合 和 直线 上 点 的 集合 有 着 明显 的 相似 之 
处 .点 的 集合 也 是 两 端 无 限 延 伸 的 .点 的 集合 中 任 取 两 点 ,也 必 
可 以 定 出 款 堪 就 右 . 点 的 集合 也 具有 紧密 的 性 质 ;因为 在 任何 两 
点 之 间 都 可 以 植 入 第 三 点 ,不 论 原 有 两 点 是 如 何 地 靠近 .它们 既 
看 来 基 如 此 相似 ,那么 ,应 该 可 以 在 有 理 数 域 和 直线 上 的 点 之 闻 
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建立 起 一 种 对 应 . 

这 种 对 应 就 是 解析 几何 学 的 基础 ,即使 没有 学 过 它 的 读者 ， 
也 可 以 从 狂 尔 作 的 图 形 中 清楚 了 解 其 思想 .所 以 这 里 我 只 提醒 
他 们 :这 方法 是 在 一 根 无 跟 长 直线 上 定 出 正 负 向 .这 种 “有 向 "的 
直线 名 为 轴 . 在 轴 上 选 定 两 点 :一 个 是 代表 零 的 原点 癌 ; 一 个 是 
代表 一 的 单位 点 如 .在 右 方 以 OU 的 长 度 次 第 量 出 的 点 表 正 整 
数 ,在 左 方 同样 重 出 的 点 表 负 整数 ,再 将 单位 线段 均 分 为 整 份 ， 
出 一 切 正 负 分 数 也 都 可 以 表示 了 . 

这 样 ,一 切 有 理 数 都 能 为 轴 圭 一 点 所 表达 ;但 是 问题 马上 就 
出 来 了 , 反 过 来 怎样 呢 ? 是 否 轴 上 一 切 的 点 都 有 一 个 有 理 数 与 
之 相对 应 呢 ? 这 个 问题 的 回答 是 一 个 大 大 的 不 字 . 因为 车 以 
OV 为 边 作 正方 形 ,而 在 轴 上 截取 一 线段 0D 等 于 正方 形 的 对 
角 线 ,我 们 知道 绝 不 能 有 一 个 有 理 教 对 应 于 点 ， 

于 是 所 谓 设 有 空隙 不 过 是 一 种 错觉 ! 若 将 一 切 有 理 数 映射 
到 轴 上 ,我 们 峰 然 得 出 一 个 紧密 集合 ;但 这 个 集合 的 点 绝 趟 能 填 
满 这 根 轴 : 轴 上 会 剩 下 无 限 多 的 空隙 不 能 这 样 表示 .以 后 我 们 更 
会 看 到 ,在 某 种 意义 上 说 来 ,这 种 无 理 的 空 了 ,其 数 自 远 远 超 过 
了 有 理 点 ! 

按 纯粹 数学 家 的 观点 ,基本 的 事实 是 这 样 的 :对 于 任何 一 个 
有 理 数 , 轴 上 都 有 一 个 对 应 点 ;但 这 种 对 应 是 不 可 道 的 , 轴 . 上 尚 
有 非 有 理 数 所 能 代表 的 点 ;这 种 点 不 但 为 数 无 限 , 而 且 有 无 限 多 
的 种 类 ,每 一 种 类 ,例如 Ya ,Ya,… ,各 等 等 ,又 各 包含 无 限 包 个 
无 理 点 . 
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因此 ,我 们 又 面临 推广 数 概念 的 工作 了 ,我 们 必须 把 数 域 远 
远 扩 充 到 有 理 数 的 概念 之 外 ,因为 有 理 数 连 解 最 简单 的 二 次 方 
程 也 不 能 完全 胜任 . 

在 推广 的 时 候 ,自然 又 要 重 提 以 前 屡 建 大 功 的 男 本 厌 刚 了 . 
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我 们 创造 出 符号 ve . 若 方 程 x* = a 有 一 个 有 理 根 ; 即 a 是 某 有 


理 数 的 完全 次 方 时 . 上述 符号 交代 表 一 个 有 理 数 ,以 这 种 特 
殊 情 况 作 为 出 发 点 ,我们 建立 起 这 类 符号 的 运算 法 则 .这 些 特征 
于 是 就 儿 来 定义 一 个 新 的 数 域 .初等 无 理 数 域 . 即 用 符号 交 表 
示 的 方 根 的 各 种 关系 .利用 把 方 根 化 为 同 次 的 方法 ,我们 很 容易 
建立 等 级 的 判别 准则 .例如 要 比较 “2 和 : 厂 , 我 们 得 : 

= 证; =， 短 > 知 . 
因此 得 出 不 等 式 闻 > ,3. 

用 同样 的 方法 极 史 定义 乘法 和 除法 .任何 两 个 有 理 数 的 方 
根 之 积 也 是 属于 同一 类 型 的 一 全 实体 ,例如 ， 

.万 = YXx5= YN. 

然而 在 加 法 中 我 们 过 着 了 不 可 克服 的 困难 . 像 2+ 号 这 样 
的 式 子 是 不 能 用 有 理 数 的 方 根 如 污 的 形式 来 表示 的 .两 个 初等 
无 理 数 的 和 通常 并 不 是 一 个 初等 无 理 雪 . 初 等 无 理 数 域 对 于 敢 
除法 是 “闭合 的 " ,但 对 于 加 减法 却 是 “ 敬 开 "的 . 

要 建立 一 个 圆满 的 数 制 ,我 们 好 像 不 得 不 马上 再 把 我 们 的 
初等 无 理 数 域 推广 成 为 复合 无 理 数 域 , 即 Ya + 跑 的 类 型 .但 在 
进行 此 种 推广 之 前 ,让 我 们 先 粗 路 看 一 看 摆 在 面前 的 究竟 是 一 
个 什么 问题 . 


9 
不 要 忘 了 我 们 开始 本 想 “ 解 "最 一 般 的 方程 


an + bo tter ++ pr+9q=0, 
式 中 的 n 是 任 一 整数 ,各 系数 都 是 有 理 数 .我 们 上 面 所 论 的 不 
过 是 这 些 最 一 般 的 方程 中 极为 特殊 的 情形 , 即 二 项 式 方程 ， 
ax*+ b=0. 
在 n=1 的 情况 下 ,我 们 副 到 有 理 数 的 范围 .在 一 般 场 合 
下 , 则 得 出 初等 无 理 数 .至 于 原来 一 般 方 程 又 如 何 呢 ? 要 是 这 方 
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程 可 以 化 成 x* = 4 的 简单 型 式 , 那 么 它 的 形式 解 便 是 初等 无 理 
数 .根本 的 问题 是 :任何 代数 方程 是 否 都 能 归结 成 车 于 二 项 式 方 
程 呢 ? 换 名 话说 ,是 否 一 般 伐 数 方程 的 解 都 可 在 形式 上 用 方 报 
来 表示 呢 ? 

这 个 问题 的 历史 给 我 们 提供 了 一 个 说 明 归 纳 推理 的 重要 价 
值 的 极 好 的 例子 . 

二 次 方程 的 特殊 类 型 已 见于 于 番 都 的 《数论 》. 印度 人 进 一 
步 发 展 了 这 个 理论 ,并 从 而 建立 了 方 根 数 的 运算 法 则 ,它们 的 形 
式 凡 乎 和 我 们 今天 所 学 的 一 样 .最 后 完成 这 件 工作 的 是 阿拉 伯 
数学 家 :他 们 得 出 一 般 二 次 方程 ax? 4 bx + c = 0 的 形式 解 为 4 
+ vB 的 形式 ,也 就 是 说 , 它 能 用 有 理 数 和 二 次 方术 来 表达 . 

阿拉 伯 人 又 进而 研究 了 一 般 的 三 次 方程 ax3+ bx?+ ex + 
= 人 0, 但 很 难说 取得 了 什么 成 就 . 式 默 : 合 亚 并 给 出 了 一 个 巧妙 的 
几何 解法 ,但 在 求 形式 的 代数 解 失 败 之 后 ,他 断定 三 次 方程 不 能 
用 方 根 求解 .这 个 问题 深 深 引起 文艺 复兴 时 期 意大利 数学 家 的 
兴趣 , 且 在 16 世纪 中 被 他 们 完全 解决 ,其 中 情况 我 将 在 别处 再 
谈 . 他 们 得 出 ;三 次 方程 的 一 般 解 可 以 用 三 次 方 松 和 二 次 方 祖 来 
表达 个 . 

几乎 同时 ,意大利 人 费 腊 里 (Fenmari) 把 四 次 方程 的 解答 归 
结 到 求 辅助 的 二 次 和 三 次 方程 ,从 而 证 明 四 决 方程 可 用 四 次 以 
下 的 方 根 作出 形式 解 . 

自然 会 推论 出 这 是 一 个 普遍 之 理 :根据 前 面 这 几 个 例子 ,n 
次 方程 式 应 该 可 以 用 方 根 求 得 形式 解 ,很 可 能 只 用 不 高 于 n 次 
的 方 根 .实在 说 ,这 确 是 18 世纪 中 大 多 数 数学 家 的 普遍 信和 念 ,只 
有 拉 格 朗 日 是 有 名 的 持 异 议 者 之 一 . 

这 问题 直到 19 世纪 前 期 才 告 解决 .正如 数学 中 所 经 常 出 现 
的 一 样 ,由 于 问题 极度 繁 难 , 需 要 新 的 方法 ,而 这 些 新 方法 反而 


个” 参看 附录 14. 


比 原 来 的 问题 所 要 求 的 更 有 收获 和 更 有 影 啊 . 鲁 菲 尼 (Ruffini)、 


阿 上 中 汞 (Abei) 和 务 罗 瓦 (Calois) 的 重 天 贡献 .不 担 给 问题 以 完整 
的 解答 ,而 且 丰 语 了 数学 ,给 出 了 一 个 新 的 基本 的 概念 : 群 . 
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景 奇 怪 的 是 , 阿 丰 尔 和 司 罗 于 两 人 的 性 格 和 相 表 如 此 相 异 ， 
居然 会 对 同一 问题 发 生 兴 趣 ,而 且 用 了 相似 的 求解 方法 .二 人 都 
从 五 次 方程 入 手 ,都 相信 用 方 根 求 解 是 可 能 的 ; 当时 阿 贝 尔 年 龄 
十 八 , 颁 罗 玩 年 龄 十 六 .事实 上 ,他 们 都 曾经 一 度 相 信 已 经 求 得 
了 解答 ; 不 久 又 都 发 现 了 他 们 的 错误 ;并 改 用 新 方法 来 研究 这 个 
问题 . 

在 1825 年 , 阿 贝 尔 最 终 地 证 明了 :一 般 五 决 方程 林 能 只 
祖 式 来 解 .他 和 蒲 想 一 切 王 次 以 上 的 方程 都 是 如 此 ,这 点 由 合 罗 瓦 
明确 地 证 明了 .… 方程 项 有 和 何 种 特殊 性 质 , 始 可 有 方 根 的 解答 "这 
个 问题 ,在 匣 罗 丙 的 遗嘱 论文 中 得 到 了 完满 的 回答 .就 是 这 个 特 
殊 问 题 ,使 项 罗 瓦 建立 了 -- 种 新 的 方程 式 论 , 它 通常 被 称 为 傈 罗 
瓦 群 论 .然而 这 问题 已 非 本 文 范围 所 及 了 . 
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我 们 再 言 归 正 传 .在 无 理 数 的 问题 中 , 固 本 原则 之 所 以 不 能 
直接 应 用 ,其 原 困 有 西 个 :第 一 ,初等 无 理 数 , 即 形 为 业 的 无 理 
数 ,不 能 构成 一 个 闭合 的 域 .第 二 ,复合 无 理 数 不 足以 解 四 次 以 
上 的 一 般 方 程 . 

要 创立 一 种 广泛 的 理论 ,我 们 必须 考虑 整个 代数 域 , 即 包括 
了 所 有 的 代数 数 的 一 个 域 .所 谓 代 数 数 ,是 一 切 可 能 的 代数 方程 
的 解 ,这 个 数 域 当然 包括 有 理 域 在 内 .而 和 且 可 证 明代 数 域 不 但 对 
于 基本 四 则 运算 是 闭合 的 ,对 于 开 方 也 是 闭合 的 ;就 是 说 ,任意 
两 个 代数 数 的 和 , 差 . 积 、. 商 、 乘 方 . 方 根本 身 都 基 代 数 数 .更 进 一 
层 , 如 果 我 们 考虑 最 一 般 的 方程 
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ax + bx- lt + pr+9=0, 

这 里 ,n 是 一 个 整数 ,但 a ,58,c,…,p,g 则 不 限于 是 有 理 数 , 它 
们 本 身 可 以 是 最 一 般 形式 的 代数 数 ;这 样 的 方程 没有 解答 则 已 ， 
若 有 ,解答 也 是 代数 教 . 

代数 数 的 理论 虽 囊 宏 富 ,但 也 有 凡 个 严重 的 缺点 .第 一 , 代 
数 数 所 需 用 的 符号 体系 含糊 ,而且 不 易 运 用 ,因为 它 涉及 了 方程 
的 全 部 系数 ,再 者 ,这 类 记号 的 运算 太 繁 复 了 ,使 得 即使 是 最 简 
单 的 运算 也 几乎 无 法 实行 .最 后 ,还 有 一 个 极 严重 的 困难 , 即 一 
次 以 上 的 代数 方程 一 般 都 不 止 一 个 解 ， 

二 次 方程 可 能 有 两 个 解 ,n 次 方程 可 能 有 nm 个 解 .由 此 所 产 
生 的 求解 过 程 中 所 连带 的 模 楼 两 可 的 性 质 实 是 一 个 难以 克服 的 
阻碍 ,特别 应 用 到 以 单 值 性 为 中 心 的 问题 时 ,更 是 如 此 . 
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但 是 , 远 在 遵循 这 个 方向 来 推广 数 概 念 的 运动 大 举 推 进 之 
前 , 却 发 生 了 另外 一 个 事件 ,其 重 楼 性 使 得 连 阿 贝尔 和 忻 罗 瓦 的 
发 明 也 因 之 失去 了 光彩 . 1844 年 ,法 国 数学 家 ,师范 学 院 的 
雅克 . 柳 维 勒 (Jacques Liouville) 教 授 ,重要 的 《数学 杂志 》(Journal 
des Mathtmaitidues) 的 创办 人 ,在 巴黎 学 院 宜 读 了 一 篇 后 来 印行 
于 该 杂志 的 笔记 , 题 为 :《 论 既 非 代数 无 理 数 又 不 能 化 为 代数 无 
理 数 的 广泛 数 类 }》. 在 这 篇 划时代 的 论文 中 , 柳 维 勒 官 布 有 一 种 
依 其 本 质 不 能 为 任何 代数 方程 之 根 的 数量 ,这 就 证 实 了 早 在 
1794 年 间 勒 让 德尔 (Legendre) 已 经 宜 布 过 的 猜想 . 

代数 数 虽 则 看 来 很 丰富 ,但 是 它们 仍 不 过 是 一 个 更 广大 的 
领域 中 的 一 个 部 分 .正如 五 十 年 之 后 ,乔治 : 康 托 尔 证 实 的 :这 个 
领域 的 幅员 非常 广阔 . 康 托 尔 在 给 予 柳 维 勒 定理 以 新 的 证 明 时 ， 
给 这 种 非 代 数 数 的 所 谓 超越 教 的 理论 ,更 定 了 稳固 的 基础 .关于 
这 点 , 且 竺 以 后 再 说 ， 

草 育 怪 的 是 ,这 种 超越 数 并 不 只 是 数学 想象 力 的 一 种 古怪 
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产品 ,或 是 刺激 数学 家 的 抽象 胃口 的 一 矶 小 葬 . 微 积分 的 发 明 随 


之 带 来 了 一 类 量 ,它们 在 以 后 的 几 个 世纪 中 ,开始 在 一 切 分 析 问 
题 上 起 着 非常 重要 的 实际 作用 :对 数 和 三 角 比 .到 现在 ,这 类 数 
量 已 经 是 全 世界 每 个 工程 师 前 办 公 室 中 每 天 都 要 使 用 的 了 ,而 
且 成 为 应 用 数学 的 最 有 力 的 工具 .在 柳 维 勒 宜 布 他 的 笔记 之 后 
的 五 十 年 中 ,已 经 确实 证 明了 这 类 数量 的 大 多 数 都 是 超越 数 .为 
了 很 好 地 理解 这 类 数 , 让 我 们 先 完 视 一 下 数字 x 的 历史 . 
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“他 又 铸 一 个 铜 海 , 周 国 是 圆 的 ,高 五 时, 径 十 时, 图 三 
十 有 时." 上 昌 约 :历代 志 》 下 ,第 四 章 , 第 二 节 .) 
这 种 对 所 罗 门 神 砍 中 祭司 们 的 浴池 的 描写 , 畴 来 表明 了 古 
代 犹 太 人 认为 国 周 和 直 径 的 比率 x 等 于 3. 这 个 数值 比 实际 数 
值 小 5 名 .埃及 人 有 一 个 更 精确 的 估计 :我 们 在 兰 德 古 芦 草 纸 


(公元 前 1700 年 ) 上 看 到 的 x 的 数值 是 3 堆 , 即 冤 6, 也 即 是 
(点 ) , 它 超出 实际 数值 不 到 1% 

这 个 数量 自然 从 很 早 以 来 就 成 了 希腊 数学 家 的 研究 对 象 . 
不 过 在 希腊 的 土地 上 ,这 个 问题 有 了 新 的 性 质 . 它 出 现在 古代 种 
种 著名 的 问题 之 中 , 泻 染 着 希腊 神话 的 十 足 的 传奇 色彩 . 

这 类 名 古 有 三 :二 倍 立 方 体 , 三 等 分 角 ,化 圆 为 方 .第 三 个 问 
题 实际 就 相当 于 求 x ,因为 半径 为 一 个 单位 的 圆 的 面积 等 于 x 
个 平方 单位 ,车 数字 x 能 用 有 理 数 表 出 ,整个 问题 即 还 原 为 作 
一 个 已 知 面积 的 正方 形 了 .事实 上 ,车 埃及 人 的 数值 为 真 , 则 圆 


的 面积 就 和 在 其 直径 的 * 上 所 作 的 正方 形 的 面积 相等 了 . 


希腊 几何 的 大 部 分 都 是 围绕 着 这 三 大 问题 发 展 起 来 的 ,在 
求解 这 三 大 问题 的 努力 中 ,希腊 几何 学 家 发 现 了 图 锥 曲线 和 若 
干 高 次 曲线 .大 概 他 们 还 不 曾 想到 ,他 们 所 寻求 的 解答 是 不 存在 
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的 ,而 问题 的 艰难 和 执 措 性 ,更 激发 了 他 们 的 奴 力 ,把 从 阿 基 米 


德 到 阿波 罗 尼 这 样 伟 大 的 天 才 们 吸引 到 几何 学 的 竞技 场 中 ， 
14 


头 两 个 问题 在 代数 上 等 价 于 解 两 个 比较 简单 的 三 次 方程 : 
3-2=0, 和 4x3-3x 一 a = 人, 后 一 个 方程 中 的 a 是 个 真 分 数 . 
当 我 们 把 两 个 问题 归于 不 可 能 问题 时 ,所 用 “不 可 能 ”一 词 , 其 意 
多 是 否 和 在 算术 中 一 样 , 其 中 不 可 能 相当 于 对 数 域 如 上 了 革 一 
限制 呢 ? 

是 的 ! 这 些 古 典 问题 的 不 可 能 ,也 是 由 于 加 了 某 种 限制 ,这 
种 限制 是 太 和 久远 了 , 世 至 大 家 视 为 当然 , 既 为 当然 , 便 很 少 所 及 . 
希腊 人 说 到 九 何 作 图 , 意 指 单 用 直 尺 和 圆规 的 作 图 .这 两 种 是 神 
了 明 所 用 的 仪器 ;其 他 方法 都 被 虹 辕 ,不 值得 哲学 家 的 思 办 .我 们 
不 要 忘记 ,希腊 背 学 本 质 上 是 贵族 的 .手艺 人 的 方法 昌 则 看 来 巧 
妙 精工 ,但 都 被 视 作 吧 务 下 贱 , 凡 是 用 知识 谋求 实 利 的 人 ,通常 
都 被 却 视 . (相传 有 个 贵族 青年 , 进 了 欧 几 里 得 学 院 . 儿 天 之 后 ， 
他 很 惊异 所 学 的 东西 的 抽象 性 , 便 问 老师 ,他 的 思辩 有 什么 实际 
用 途 .于 是 老师 叫 了 一 个 奴隶 并 盼 只 说 ; “给 这 个 年 轻 人 一 个 铀 
板 吧 1 这 样 他 就 可 算是 从 他 的 学 问 里 得 到 些 东 西 了 .”) 

那些 只 用 直 尺 便 可 解 的 问题 ,也 就 是 今天 所 说 的 线性 问题 ; 
若 用 代数 的 语言 来 说 ,导致 一 次 方程 .至 于 另 一 些 要 兼用 圆规 的 
问题 ,在 代数 上 便 相当 于 求解 二 次 方程 .然而 这 些 事实 在 17 世 
纪 以 前 还 不 曾 被 人 所 知 .在 此 时 期 ,这 两 个 问题 同 被 许 才 天才 和 
非 天 才 所 反复 攻 研 ,直到 今天 .还 有 若干 专门 的 “三 等 分 角 家 ”， 
他 们 的 最 大 缺陷 在 于 他 们 根本 不 知道 在 三 百年 前 这 问题 即 已 经 
解决 了 . 

直 尽 和 圆规 所 能 解 的 几何 问题 ,若非 一 次 的 ,就 是 二 次 的 . 
这 件 事实 并 不 意味 着 ,如 果 一 个 问题 引出 了 高 次 方程 ,就 一 定 不 
能 用 此 种 方法 来 解 . 例 如 方程 x4- 3x?+ 2=0. 其 左边 可 分 解 国 
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式 得 (x* -D(x -2 , 族 这 个 四 次 方程 实际 分 解 成 两 个 二 次 式 . 
假若 可 以 作 这 和 伞 处 理 , 就 是 说 ,可 以 将 一 个 方程 分 解 成 次 数 较 低 
的 并 阳具 有 有 理 系 数 的 表达 式 时 ,该 方程 便 叫 作 可 约 的 . 

二 售 立 方 体 和 三 等 分 任意 角 所 引出 的 三 次 方程 ,困难 之 点 
就 在 于 它们 是 不 可 约 的 .这 种 不 可 约 性 便宜 告 了 该 两 方程 背后 
的 癌 题 不 能 用 直 尺 和 国 规 来 解 宙 ， 

这 里 我 们 又 得 到 了 不 可 能 一 词 的 相对 性 的 另 一 明证 .不 可 


能 性 几乎 永远 是 某 种 限制 所 生 的 结果 ,这 种 限制 通常 都 被 传统 [116] 


神圣 化 了 ,以 致 好 像 其 本 性 就 是 如 此 .一旦 除去 限制 ,不 可 能 性 
就 消失 了 .这 里 也 正 是 这 种 情况 .我 们 今天 已 经 知道 用 特种 的 连 
镇 器 ( 即 含 有 有 一 早 有 枢 轴 的 刚体 零件 的 画图 器 具 ), 不 但 这 两 个 
问题 可 解 ,任何 有 有 理 系数 的 代数 方程 都 是 可 解 的 巴 . 
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化 圆 为 方 的 问题 和 其 他 两 问题 不 同 之 处 在 于 , 它 完 全 不 能 
用 代数 公式 来 表达 . 

解答 这 个 问题 的 尝试 , 自 毕 达 哥 拉 斯 以 来 数学 史上 昧 有 记 
载 . 阿 基 米 德 是 看 出 其 困难 在 于 定义 的 第 一 个 人 .因为 在 说 到 长 
方形 .三 角形 的 面积 时 ,我 们 有 有 很 明确 的 定义 .对 于 任何 多 边 形 
也 是 如 此 .但 是 ,所 谓 一 根 曲线 之 内 的 面积 究竟 是 什么 意义 昵 ? 
我 们 固然 能 作出 内 接 或 外 切 的 多 边 折线 ,从 而 说 出 所 求 面 积 的 
下 限 或 上 限 .但 是 这 面积 本 身 则 菲 引进 无 限 算 法 和 极限 来 定义 
不 可 . 

以 后 我 们 可 以 见 到 , 阿 基 米 德 就 是 在 这 个 问题 上 试验 所 谓 
穷竭 法 的 威力 的 .这 里 我 们 具 需 提 及 , 阿 基 米 德 用 一 系列 内 接 和 


人 大 看 于 蒜 18: 论 三 等 分 角 . 
二” 参看 附 述 15. 
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外 切 于 圆 的 多 边 形 ,证 得 x 的 值 介 于 3 二 和 3 区 之 间 便 够 了 ， 

在 阿 基 米 德 之 后 的 一 千 八 百年 中 ,这 问题 设 有 多 大 进展 . 当 
然 ,其 同一 直 有 很 多 的 固化 方 专家 ,而 且 印 行 了 各 种 各 样 自 以 为 
是 的 解 管 ,其 中 有 的 笑话 百出 .也 出 了 许多 x 的 近似 值 ,其 中 最 
有 趣 的 v10, 大 概 是 发 源 于 印度 .这 值 和 埃及 人 的 近似 值 很 接 
近 ,在 中 世纪 时 被 广 为 采 用 .还 有 许多 致力 于 改良 阿 基 米 德 数值 
的 记载 .其 中 维 叶 塔 可 算 有 一 定名 气 , 他 用 了 一 个 393 216 边 的 
多 边 形 , 求 出 了 的 十 位 准确 数值 并 . 

无 限 算法 的 发 明 , 其 结果 使 计算 大 为 精确 , 维 叶 塔 的 数值 很 
快 便 失去 了 光辉 .现在 ,已 经 知道 r 的 七 百 位 以 上 的 准确 数字 ， 
至 于 这 种 计算 的 实用 价值 ,我 们 可 引 美 国 的 天 文学 家 西蒙 : 纽 克 
姆 (Simon Newcomb) 的 话 : 

“十 位 小 数 就 足以 使 地 球 周 界 准确 到 一 英寸 以 内 ,三 十 

位 小 数 便 能 使 整个 可 见 宝 害 的 四 周 准 确 到 这 最 强大 的 显 微 

入 都 不 能 分 辨 的 一 个 量 .” 

从 理论 的 观点 来 说 ,这 种 劳 绩 或 者 可 以 说 是 显示 了 现代 数 
党 方法 的 日 益 精 细 . 此 外 ,还 存 着 万 一 的 希望 ,或 许 在 连续 的 小 
数 数 字 之 间 可 以 发 现 某 种 规律 性 ,因而 对 数字 x 的 本 性 能 得 到 
某 种 启示 . 


16 


在 1 世纪末 ,这 个 问题 进入 一 个 崭新 的 阶段 . 兰 伯 特 (Lam- 
bent) 证 明 x 不 是 一 个 有 理 数 , 勤 让 德尔 作出 了 r 不 可 能 是 有 理 
系数 的 二 次 方程 的 根 的 证 明 . 这 便 肯 完 地 解决 了 化 较为 方 的 问 
题 , 这 当然 丝毫 不 会 减低 圆 化 方 专家 们 的 狂热 .因为 这 班 人 的 特 


点 正在 于 他 们 的 无 知 和 自 雯 ， 


名 参看 附录 19: 斯 涅 留 斯 近似 法 . 


fr 仍然 有 是 一 个 代数 数 的 可 能 .车 果真 如 此 ,那么 虽 不 能 用 
圆规 和 直 尺 化 图 为 方 ,但 至 少 形 式 上 可 用 连锁 器 求解 .这 虽然 没 
有 什么 实用 价值 ,但 二 千年 来 的 无 望 的 努力 也 算 有 了 一 个 适当 
的 结局 . 

1873 年 法 国 数学 家 和 夏 尔 * 埃 尔 米 特 (Charles Hermite ?证 明 。 
是 一 个 超越 数 , 从 而 大 大 减低 了 这 种 可 能 性 .数字 。 和 xx 有 密 
切 联系 是 从 所 周 关 的 ,因而 大 家 加 倍 努 力 去 证 明 ,x 也 是 一 个 超 
越 数 .这 工作 终于 在 九 年 后 为 德国 的 林 德 曼 (Lindemann 所 完 
成 .这 样 , 自 泰勒 斯 (Thales) 时 代 以 来 ,数学 家 为 之 绞 尽 脑汁 的 
一 个 问题 , 便 为 近代 分 析 学 所 解决 了 . 
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这 样 , 便 结 来 了 企图 用 数 来 穷尽 天 下 万 物 的 第 二 次 努力 . 

超越 数 的 发 现 .超越 数 的 范围 和 种 类 都 比 无 理 数 丰 富 得 多 
这 一 事实 ,以 及 超越 数 包 括 某 些 近代 数学 的 最 基本 的 量 值 ,一 一 
凡 此 种 种 都 确定 地 证 明了 : 强 有 力 的 代数 方法 怡 也 失败 在 两 千 
年 前 有 理 算术 的 简单 工具 所 失败 的 地 方 . 二 者 失败 在 同一 个 原 
国土 :代数 和 有 理 算 术 一 样 ,只 处 理 有 限 算法 . 

古往今来 ,把 数 建立 在 比较 稳固 的 基础 上 的 希望 ,都 被 无 
限 这 块 暗 诉 所 触 毁 .但 是 ,要 正式 认可 无 限 算法 ,要 承认 这 种 
奇特 的 无 理 怪 物 和 有 理 数 处 于 同等 地 位 ,对 于 19 世纪 的 严格 
派 来 说 ,正如 对 于 十 希腊 的 严格 派 一 样 ,都 是 一 件 使 人 讨厌 的 
事 . 

在 这 些 人 人 当中 ,近代 直觉 主义 和 的 鼻祖 克隆 尼克 是 叫 碱 得 最 
响 的 人 .他 径直 地 把 麻烦 归咎 于 无 理 数 的 引进 ,建议 把 它们 驱 束 
出 数学 之 外 .他 宣布 了 整数 的 绝对 性 ,并 坚持 说 ,只 有 自然 域 以 
及 可 直接 化 为 自然 域 的 有 理 域 , 才 是 数学 以 之 为 根据 的 唯一 稳 
固 的 基石 . 

“上 帝 创 造 了 整数 ,其 余 都 是 人 类 的 作品 "这 将 是 使 后 代 能 


[118] 


[119] 


证 


够 最 清楚 地 了 解 他 的 一 名 名 言 .这 名 话 使 我 想起 某 位 虎 诚 的 老 
太太 领导 一 个 委员 会 来 建立 新 教堂 的 故事 .提出 设计 的 建筑 师 
发 觉 这 位 老 太 太 处 事 极 其 认真 ,她 反对 得 最 激烈 的 是 他 的 设计 
书 上 所 要 用 的 着 色 玻 璃 .最 后 ,他 没有 办 法 ,只 得 问 她 反对 带 颜 
色 的 玻璃 有 何 理由 ,她 斩钉截铁 地 网 答 ，… 我 要 我 们 的 玻璃 是 上 
帝 所 造 的 那个 样子 !7 


第 7 章 流 性 的 世界 J 


“我 们 对 于 大 自然 和 物质 的 最 初 的 补 妆 印象 , 旺 这 
续 性 的 印象 .不 论 是 一 块 金属 或 者 一 定 体积 的 液体 ,我 
们 都 把 它 看 成 是 可 以 无 限 地 分 割 的 ;不 论 是 如 何 小 的 
一 部 分 ,在 我 们 看 来 都 具有 和 整体 同样 的 性 质 .” 
一 一 大 卫 * 状 尔 伯 特 


1 


在 数学 上 ,条 条 大 路 都 回 到 希腊 . 
在 这 里 我 打算 略 述 一 下 无 穷 小 这 个 观念 的 演变 过 程 .这 个 


概念 的 成 熟 ,地 点 在 西欧 ,时 间 是 17, 18 两 世纪 ;但 当 我 推 究 这 
一 观念 的 起 源 时 , 却 发 现 了 另 一 个 地 方 和 另 一 个 时 代 : 这 一 幕 得 
退回 到 古代 希腊 ,退回 到 值得 纪念 的 柏拉图 时 代 . 


玩 限 的 问题 跟 和 和 它 密切 相关 的 无 理 数 问题 一 样 ,都 出 于 希 


腊 之 土 . 也 是 在 那里 , 它 出 现 了 第 一 次 危机 ; 自 此 以 后 ,危机 便捷 
哺 而 至 .第 一 次 危机 出 现在 柏拉图 时 代 , 然 而 它 并 下 是 柏拉图 制 
造 的 .其 他 正统 希腊 哲学 家 也 不 是 这 个 争论 的 发 起 人 .这 是 另 一 
派 思 想 家 所 促成 的 ,这 派 人 被 那个 时 民居 于 主要 地 位 的 芹 学 家 
们 紧 称 为 " 诡 汶 家 ”. 


正统 思想 家 们 给 这 班 无 名 之 辈 的 另 一 称号 是 " 埃 利 亚 派 ”， 


意思 大 概 是 说 ,他 们 听 传 授 的 教义 ,正和 和 他们 的 主要 代表 人 物 书 
门 尼 德 (Parmenides) 和 芝 诺 的 故乡 一 样 地 荒 尽 和 无 足 轻重 .因为 1121: 
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埃 利 亚 {(Elea) 是 希腊 在 南 意大利 的 一 块 贫 将 的 殖民 地 : 拉 尔 梯 
乌 斯 (Lagrtius) 中 说 :除了 知道 如 和 何 教养 有 德行 的 百姓 以 外 , 它 
毫 不 足 道 . "然而 ,我 们 现在 回顾 起 来 ,诡辩 家 们 似乎 是 唯一 使 它 
出 名 的 特产 . 
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罗素 说 : “这 种 形式 或 那 种 形式 的 埃 利 亚 的 芝 诺 论证 ,引起 
了 几乎 整个 关于 时 出 .空间 和 无 限 的 理论 ,这 些 理论 从 他 那 时 起 
到 今天 ,一 直 在 被 人 们 发 展 着 . "然而 我 们 现在 还 不 知道 他 的 这 
些 论 证 到 底 是 在 辩论 中 提出 的 呢 , 还 是 用 书 的 形式 提出 的 ? 也 
许 两 种 形式 都 有 吧 ! 因为 我 们 在 柏拉图 的 对 话 篇 《 巴 门 尼 德 》 
(这 是 我 们 现在 所 有 的 关于 这 个 蜂 滁 题目 的 稀少 史料 文献 之 一 ) 
中 ,可 以 读 到 世 诺 侍 随 着 他 的 师傅 巴 门 尼 德 作 雅典 之 行 的 事 . 对 
话 中 提 到 以 前 的 一 次 雅典 之 行 , 当 时, 芝 诺 大 概 提 出 了 他 的 论 
证 .而 在 被 问 及 这 些 事 时 , 范 谱 回答 道 : 

“对 于 和 吾 师 的 热诚 之 心 , 使 我 在 少年 时 作成 此 书 , 可 是 

原稿 被 人 偷 去 了 ;因此 ,是 否 将 其 付 诸 公布 ,我 无 法 作 主 ;把 

它 写 下 的 动机 并 不 是 一 个 老年 人 的 野心 ,而 是 青年 人 的 锐 

气 .” 

也 许 就 是 这 样 的 吧 ,我 们 已 只 能 从 亚 里 士 多 德 揭 著作 中 了 
解 这 些 论证 了 . 谁 知道 亚 里 士 多 德 能 否 有 毫 不 曲解 一 位 已 故 的 
论 敌 的 雅 量 呢 ? 

这 些 论证 用 现代 语言 表述 出 来 非常 困难 . 并 不 是 缺乏 译 
本 一 恰恰 相反 :我 们 被 省 牛 充 棒 的 译本 所 苦恼 .让 数 十 种 译本 


中 第 奥 根 - 拉 尔 梯 久 斯, 约 为 公元 前 3 世纪 大 , 编 有 《关于 著名 哲学 
家 的 生活 .见解 和 各 言 } 一 书 ,广博 记载 了 古代 和 希腊 哲学 家 的 材料 .他 的 书 
中 将 古 希 请 暂 学 家 分 为 恨 和 与 尼 亚 和 意大利 两 个 学 派 ,并 将 苏 格 拉 底 划 明 
前 一 派 , 埃 利 亚 深 划 在 后 一 族 .- 一 译 者 
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和 成 百 种 意译 ,车 以 注释 而 言 ,即使 圣经 上 的 隆 滩 章节 之 受 人 重 


视 也 不 过 如 此 .每 一 种 译本 反映 噶 它 的 译 者 所 偏爱 的 理论 ,几乎 [122] 
有 多 


下 : 


一 种 驳斥. 别 的 人 ,如 历史 学 家 坦 纳 里 {Tannery) , 则 说 世 诺 并 无 [123] 


少 译 者 便 有 和 多少 理论 . 
3 
下 里 士 多 德 在 他 的 《物理 学 (Physica) 里 所 记 蓉 诺 的 论证 如 


第 一 论 :二 分 法 : 

“第 一 论 是 论 运动 的 不 存在 ,所持 论据 是 ,运动 体 必 先 
达到 中 点 然后 才能 够 到 达 终点 ." 
第 二 论 : 阿 基 里 斯 和 龟 : 

“第 二 论 是 论 所 谓 阿 基 里 斯 .其 内 容 是 ,在 赛跑 的 赛程 
中 , 慢 者 永 不 会 被 快 者 追 上 ,因为 追 者 必 先 到 达 被 追 者 刚刚 
离开 之 点 ,从 而 慢 着 总 是 或 多 或 少 在 其 前 面 .” 
第 三 论 : 兽 : 

“如 时 一 物 处 于 始终 如 一 的 状态 之 中 , 它 材 末 保 持 持续 
的 运动 ,页 来 保持 持续 的 静止 ,可 是 运动 着 的 东西 总 是 处 于 
此 时 此 刻 的 状态 中 ,所 以 运动 的 箭 是 不 动 的 .” 
第 四 论 :和 运动 场 ; 

“第 四 论 涉及 两 排 东 西 ,每 排 都 由 数目 相同 .体积 相等 
的 物体 所 组 成 ,此 两 排 在 一 跑道 中 相对 运动 ,他 们 前 进 的 速 
度 相等 而 方向 相反 ;有 一 排 原 居 于 跑道 的 中 点 和 图 点 之 间 ， 
友 一 排 位 于 中 点 和 始点 之 间 , 他 认为 这 种 情形 包含 着 如 下 
结论 :一 给 定时 间 之 半 等 于 该 时 间 的 两 倍 .” 


4 
在 策 向 于 形而上学 的 人 看 来 ,这 四 论 是 对 运动 的 实在 性 的 


此 意 ,相反 的 ,他 是 利用 无 可 辩 驭 的 运动 的 真实 性 ,来 指出 我 们 
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的 空间 \ 时 间 、 连 续 性 等 意念 中 所 含有 的 严重 的 予 盾 . 和 这 个 观 
点 很 相近 的 是 晶 利 * 柏 格 森 (Henri Bergson ) 的 意见 ,他 以 为 * 埃 
利 亚 派 所 指出 的 矛盾 ,与 其 说 是 与 运动 的 自身 有 关 , 不 如 说 是 与 
我 们 头脑 中 所 虚构 的 运动 有 关 ."” 

从 后 一 观点 看 来 ,这 四 论 的 价值 ,恰恰 在 于 这 个 事实 ;它们 
有 力 地 显示 了 数学 在 大 类 知识 的 普遍 结构 式 中 所 占 的 地 位 .四 
论证 明了 我 们 的 感官 (或 感官 的 现代 延伸 ,科学 仪器 ) 所 感知 的 
时 间 空间 ,运动 等 ,与 具有 相同 名 字 的 数学 概念 并 不 具有 共同 
的 外 延 . 芝 诸 所 提出 的 困难 ,并 非 要 使 纯 数学 家 感到 吃 信 一 一 并 
非 揭示 了 什么 还 辑 上 的 矛盾 ,而 只 是 揭示 了 语言 的 十 足 含 糊 性 . 
数学 家 只 要 承认 他 所 创造 的 符号 世界 不 等 于 他 所 感觉 的 世界 ， 
那 他 就 可 以 处 理 这 些 含糊 性 了 . 

因而 ,所 说 的 直线 的 性 质 是 几何 学 家 自己 造 出 来 的 .他 有 意 
地 忽略 直线 的 厚度 和 宽度 ,有 意 地 假定 这 样 的 两 条 直线 的 公共 
部 分 ( 即 交 点 ) ,是 无 度 可 言 的 .因为 他 很 起 将 竺 术 规 律 应 用 于 这 
些 几 何 实体 之 上 ,如 我 们 所 将 看 到 的 ,他 就 承认 了 无 限 算法 的 确 
实 性 ,而 线段 的 无 限 可 分 性 即 希 腊 人 的 二 分 法 ,不 过 是 其 中 一 个 
特例 而 已 .古典 几何 就 是 这 些 假 定 的 逻辑 结果 ,但 是 这 些 假定 本 
身 却 是 任意 的 ,最 多 也 不 过 是 一 种 方便 的 虚构 罢了 .数学 家 满 可 
以 取消 古典 会 设 的 一 部 或 全 部 ,而 代 以 一 组 新 的 假定 体系 , 璧 
如 ,他 可 以 采取 带子 和 两 带 所 共有 的 面积 为 新 的 元 素 而 名 之 哩 
直线 和 点 ,从 而 创造 出 一 种 几何 , 它 完全 和 古典 的 学 说 不 同 , 但 
是 却 能 一 样 的 自圆其说 ,或 者 能 同样 地 富有 成 果 ， 

可 是 对 于 实用 家 ,对 于 物理 学 家 和 工程 师 , 却 不 是 所 有 这 样 
的 体系 都 是 同样 地 可 以 接受 的 ,实用 家 要 求 至 少 在 外 表 上 要 具 
有 实在 性 .他 总 是 要 和 具体 的 东西 打交道 ,数学 的 术语 在 他 看 来 
不 是 记号 或 思想 ,而 是 实在 的 形象 . 一 种 体系 由 于 它 内 在 的 一 致 
性 而 为 数学 家 所 接受 ,但 在 实用 家 看 来 也 许 却 因为 它 以 不 完全 
的 方式 表示 实在 而 认为 是 充满 “矛盾 "的 . 


尽管 看 来 很 奇怪 ,实用 家 应 当 对 这 四 论 特别 关注 ,因为 它们 
非 难 了 数学 在 物理 现实 上 应 用 的 有 效 性 .然而 ,可 喜 的 是 ,实用 
家 却 很 少 对 此 感到 兴趣 ， 
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这 四 论 在 历史 .上 的 重要 性 ,是 怎样 估计 也 不 为 过 分 的 . 其 理 
由 之 一 是 :它们 促使 希腊 人 对 时 间 的 概念 采取 了 新 的 态度 . 

芝 诺 在 其 第 一 论 中 所 说 的 实质 上 是 这 样 一 个 论证 :一 个 赛 
跑 者 在 到 达 终 点 以 前 ,必须 先 达到 跑 程 的 中 点 ,要 跑 这 段 路 程 需 
要 一 段 在 限 的 时 间 ,而 他 要 跑 至 番 下 的 距离 的 中 点 ,又 需要 一 段 
有 限 的 时 间 . 上 和 可 说 的 这 种 情况 可 以 永远 重复 .在 他 的 跑 程 中 就 
有 了 无 限 个 阶段 ,而 每 一 阶段 都 需要 一 个 有 限 的 时 间 . 但 无 限 个 
有 限时 间 的 和 是 无 限 的 .所 以 赛跑 者 就 永远 达 不 到 他 的 目的 地 . 

亚 里 十 多 德 是 这 样 处 理 这 个 推论 的 

“时 间 和 空间 都 分 成 间 样 数目 的 相等 部 分 . 所 以 蔡 庶 的 

第 一 论 中 所 说 ;在 有 限 的 时 间 内 要 一 一 通过 或 一 一 触及 一 

无 限 集 侣 中 的 对 象 是 不 可 能 的 是 错误 的 .因为 ,对 于 长 

度 和 时 间 ( 实 际 对 于 一 切 连续 的 东西 ,无 腿 * 这 小 词 含有 

两 种 意义 :一 方面 是 关于 可 分 性 , 另 一 方面 是 指数 目 .在 有 

限时 间 内 要 接触 无 限 数 目的 物 用 不 可 能 的 ,但 接 能 无 限 可 

分 性 的 物 则 旺 可 能 的 ;因为 在 这 种 意义 上 ,时 间 本 身 也 是 无 

有限 的 .” 

这 样 , 头 两 论 ( 因 为 第 二 论 只 是 第 一 论 的 巧妙 变形 ) 的 真正 
的 结果 就 是 ,要 假定 空间 的 二 分 法 就 必须 同时 承认 时 间 的 二 分 
法 .然而 这 正 是 难以 提 摸 之 处 ! 因为 线段 的 可 分 性 是 容易 理解 
的 :我 们 很 可 截断 一 笔 或 分 割 一 线 来 使 它 具体 化 ,可 是 "区划 时 
闻 ?" 却 不 过 是 一 句 比拟 而 已 :时 间 是 一 件 我 们 不 能 作 实 验 的 东 
西 : 它 或 是 整个 属于 过 去 或 是 整个 属于 将 来 .将 时 间 分 成 各 段 ， 
对 于 希腊 人 只 是 一 种 心理 的 行为 ,对 于 我 们 也 同样 是 一 种 心理 
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的 行为 . 

将 无 限 可 分 这 一 特性 赋 耶 时间, 相当 于 以 几何 直线 代表 时 
间 ,相当 于 把 持续 性 等 同 于 广 延 性 .这 是 力学 扎 何 化 的 第 一 步 . 
这 样 芝 诺 的 第 一 论 直接 指向 现代 相对 论 的 四 度 世 界 所 根据 的 原 
则 吧 . 
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四 论 中 的 真正 要 害 存在 于 末 两 论 ; 芝 诺 似 乎 预见 到 了 他 的 
论 敌 的 对 抗 ,事先 准备 好 了 对 策 .第 四 论 包含 著 相 对 论 问题 的 朝 
芽 ,我 们 这 里 不 去 讨论 它 . 有 力 地 揭示 了 我 们 感官 所 感觉 的 运动 
和 数学 想象 中 所 称 的 运动 二 者 之 间 的 差距 的 ,是 第 三 论 . 

我 们 且 听 芝 诺 的 反 联 ， 

“你 是 说 正如 空间 为 无 月 个 连接 点 所 构 上 成 ,所 以 时 间 也 

不 过 是 连续 的 睛 息 的 无 限 集合 吗 ? 好 ! 那么 就 着 一 支 飞 着 

的 箭 吧 ,在 每 一 瞬息 , 箭 的 末端 都 占 着 路 程 上 的 一 定点. 现 

在 , 当 它 占据 了 这 位 置 , 它 就 必然 在 这 里 停 住 . 然而 一 点 怎 

能 既 停 住 而 又 同时 和 运动 呢 ?” 

数学 家 的 处 理 是 一 道 命令 :何谓 运动 ? 运动 岂 不 就 是 位 置 
与 时 间 的 一 种 对 应 么 . 他 称 变量 之 间 的 这 样 的 对 应 为 函数 , 运动 
的 定律 就 正 是 一 个 函数 , 它 实在 是 一 切 连续 及 孝 的 典型 .在 本 质 
上 它 和 下 面 的 例子 实在 是 没有 什么 差异 的 :一 个 圆 简 盛 满 了 气 
体 , 内 有 一 活塞 可 以 在 简 中 自由 滑动 .活塞 在 任 一 可 能 位 置 时 ， 
简 内 皆 有 一 个 国定 的 压力 与 之 相应 .如 要 得 出 相应 于 某 位 置 的 
气压 ,只 要 将 活塞 停止 于 该 处 ,从 气压 表 上 读 出 数 来 就 行 了 ， 

然而 这 和 一 个 运动 着 的 物体 是 一 样 的 吗 ? 我 们 能 够 使 其 停 
在 某 一 瞬息 而 不 截 短 我 们 正在 观察 的 运动 吗 ? 当然 不 能 ! 那么 


所 谓 运动 物体 在 茶 一 时 刘 占 据 某 位 置 又 作 何 解 释 呢 ? 我们 的 意 


名 ”参看 附录 20; 论 时 间 的 本 性 ， 
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思 是 :虽然 我 们 无 法 想 出 一 个 实际 的 步骤 来 止 住 一 支 飞行 着 的 
篆 而 不 磁 坏 其 飞行 ,可 是 这 不 妨碍 我 们 通过 心理 的 行动 来 这 样 
作 . 但 在 这 种 心理 行动 背后 的 唯一 实在 性 就 是 ,可 以 想象 另 一 支 
箭 , 在 这 一 有 租 间 静 止 于 这 一 点 . 

数学 上 的 运动 只 是 静止 状态 的 无 限 连 续 黑 了 ,就 是 说 ,数学 


将 动力 学 还 原 为 静 为 学 的 一 个 分 支 ,完成 这 种 转化 的 原理 首先 [127] 


蚌 由 达 兰 贝尔 (d'Alembert) 在 18 世纪 系统 表述 出 来 的 .把 运动 
等 同 于 一 系列 连续 的 静止 状态 ,在 这 个 过 程 中 运动 的 物体 保持 
平衡 ,这 表面 上 看 来 似乎 是 荒 订 的 , 然而 说 运动 是 由 静止 状态 所 
构成 ,和 说 长 度 是 由 无 广 延 性 的 点 所 构成 ,或 时 间 是 由 无 持续 性 
的 瞬 和 意 所 构成 ,其 荒 雇 程度 并 不 多 些 或 少 些 . 

真 的 ,这 种 抽象 法 ,对 于 我 们 感官 所 感觉 的 真实 运动 来 说 ， 
连 个 骨架 也 说 不 上 1! 我 们 看 见 一 个 飞 动 的 皮球 时 ,我们 感知 的 
运动 是 一 个 整体 ,而 不 是 一 系列 无 限 小 的 跳 瞩 . 然而 数学 直线 
也 不 是 一 根 金 属 线 的 真实 的 .甚至 也 不 是 合理 的 代表 者 . 人 类 
被 训练 应 用 这 种 假想 已 经 如 此 之 久 ,以 致 宁 用 代替 物 而 不 用 实 
物 了 . 
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此 后 的 希腊 科学 的 进程 清楚 地 表明 了 ,在 希腊 的 数学 思想 
上 , 芝 诺 论证 所 突然 带 来 的 危机 ,产生 了 多 么 大 的 影响 . 

一 方面 ,这 一 危机 引进 了 一 个 诡辩 的 时 代 . 它 是 毕 达 哥 拉 斯 
派 的 素 朴 词 章 的 自然 反应 ,这 派 人 把 数学 的 观念 和 宗教 的 口号 
以 及 含糊 的 形而上学 思辩 作成 一 种 奇特 的 混合 物 .与 此 相反 的 ， 
是 欧 几 里 得 的 《几何 原理 》 的 极端 严格 性 ,直到 今天 , 它 还 被 当 作 
数学 学 科 的 典范 呢 ! 

男 一 方面 ,四 论 把 无 限 之 怒 怖 灌输 到 希腊 几何 学 家 的 头脑 
中 ,以 致 于 部 分 地 于 兽 了 他 们 的 创造 性 的 想象 力 .无 限 成 为 一 种 
禁忌 ,不 惜 任何 代价 ,务必 拒 之 门 外 ; 如 果 作 不 到 的 话 ,就 必须 用 
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妈 户 法 之 类 的 推理 把 它 伪装 起 来 .在 这 种 情况 下 ,不 但 要 建设 一 
个 明晰 的 无 限 理论 是 不 可 能 的 ,即使 在 柏拉图 以 前 已 发 展 到 很 
高 的 防 段 的 无 限 算 法 ,也 几乎 完全 停顿 了 . 

在 古 希 腊 ,我 们 看 到 各 种 最 优越 的 条 件 的 汇率 ;第 一 流 天 才 
辈出 , 欧 多 克 斯 (Euqoxus) ,阿利 斯 塔 克 ( Aristarchus) , 欧 几 里 得 ， 
阿 基 米 德 ,阿波 罗 尼 ,和 技 番 都 , 帕 普 斯 等 , 既 有 鼓舞 创造 能 力 和 向 
研 思 想 的 传统 ,又 进一步 发 扬 了 一 种 批判 精神 ,以 防 研 究 者 落 信 
幻想 野心 的 陷 坑 ;最 后 ,还 有 一 种 最 适合 于 有 闲 阶 级 的 发 展 的 社 
会 结构 ,不断 产 生 大 量 的 思想 家 ,他 们 可 以 专心 致力 于 思想 的 追 
求 , 而 无需 顾及 当前 实 利 一 一 这 种 环境 的 汉人 台 ,即使 在 我 们 今天 
也 是 难以 超过 的 .然而 希腊 的 数学 , 虽 有 丢 番 都 也 未 能 建立 一 个 
代数 , 昌 有 阿波 罗 尼 也 未 能 建立 一 个 解析 几何 , 曙 有 阿 基 米 德 也 
未 能 产生 一 个 无 限 小 分 析 . 我 们 已 经 指出 :因为 缺乏 一 种 带 记 号 
的 符号 体系 ,阻碍 了 希腊 数学 的 发 展 ,然而 无 限 之 息 怖 也 造成 了 
同样 的 阻力 ， 
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在 穷 章法 里 , 阿 基 米 德 实 已 掌握 了 无 限 小 分 析 的 全 部 要 素 . 
因为 近代 分 析 学 不 外 是 无 限 算法 的 理论 ,而 无 限 算法 实 基于 极 
限 的 观念 .这 个 观念 的 明晰 的 系统 表述 ,我 留 到 下 章 再 谈 . 这 里 
只 需 指出 , 阿 基 米 德 具有 的 极限 观念 足以 发 展 出 牛顿 和 莱 布 尼 
茨 的 微 积 分 ,而 且 这 个 观念 一 直到 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 康 托 尔 的 时 
代 几 乎 没有 很 多 变化 . 的确, 实 限 的 运算 所 根据 的 概念 不 外 乎 
是 : 若 两 个 变量 的 差 可 以 使 其 为 任意 小 . 则 这 两 个 变量 趋 于 相 
等 . 正 是 这 个 观念 也 构成 穷竭 法 的 基础 . 

同时 ,此 原理 还 提供 了 一 个 实际 求 极限 的 方法 . 此 法 是 将 变 
量 " 艇 在 "其 他 二 变量 之 间 ,正如 夹 在 老虎 钳 的 钳 瑞 间 一 样 .就 以 
曾经 提 过 的 贺 周 问题 来 说 , 阿 基 米 德 将 圆周 夹 在 两 组 正 多 边 形 
之 间 , 一 组 外 切 ,一 组 内 接 , 其 边 数 都 不 断 增 加 . 上 面 已 经 说 过 ， 
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用 这 个 方法 , 阿 基 米 德 证 明了 x 的 数值 介 于 3 二 和 3 的 之 间 . 他 
又 用 这 个 方法 , 求 得 抛物 线 所 围 的 面积 等 于 同 底 同 高 的 矩形 面 
积 的 三 分 之 二 一 -一 这 个 问题 实则 是 我 们 现代 积分 法 的 先驱 9 

是 的 ,最 公平 地 说 , 阿 基 米 德 应 该 算是 无 限 小 分 析 的 创始 
者 .穷竭 法 之 所 以 不 能 成 为 18 世纪 的 积分 学 ,只 是 因为 缺少 一 
个 适当 的 符号 体系 以 及 对 无 限 的 肯定 的 一 一 或 者 可 以 说 是 索 朴 
的 一 态度 .可 惜 的 是 ,没有 希腊 人 继续 阿 基 米 德 的 足迹 前 进 ， 
使 得 这 位 大 师 所 发 现 的 富饶 弓 域 要 留待 另 一 时 代 来 开发 . 
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在 昏睡 了 一 千年 之 后 ,欧洲 的 思想 摆脱 了 耶稣 教 神父 精巧 
地 施加 的 催眠 剂 的 影响 ,无 限 问 题 就 是 最 先 复活 的 一 个 . 

然而 这 次 复活 的 特点 是 完全 谈 志 希腊 人 人 的 批判 的 严格 性 ， 
尽管 文艺 复兴 时 期 的 数学 几乎 完全 潮 源 于 希腊 . 开 普 勒 (Ke- 
pler) 和 卡 瓦 列 利 (Cavalieri) 首 创 的 快捷 而 粗 制 的 方法 ,只 在 青 面 
上 稍 加 改良 , 便 为 重 顿 和 莱 布 尼 芯 所 沿用 ,发 明 无 限 大 的 记号 的 
华 利 斯 (Wallis) . 伯 努 利 (Bemoulli) 西 兄弟 、 欧 拉 和 达 兰 贝尔 也 
都 如 此 沿用 . 

他 们 依 其 论证 的 需要 随便 将 无 限 小 当 作 常量 或 变量 来 处 
理 ; 他 们 操纵 无 限 序 列 , 既 无 章法 ,又 乏 理 由 ;他 们 用 极限 来 恋 戏 
法 ;他 们 处 理发 散 级 数 时 就 好 像 它 也 适用 于 收敛 级 数 的 一 切 规 
律 . 他们 含糊 地 规定 其 术语 ;不 严 递 地 应 用 其 方法 ;而 且 论 证 中 
所 用 的 佬 辑 上 只 不 过 迎合 于 自己 的 直觉 . 一 句 话 , 他们 厂 坏 了 一 切 
严格 的 规律 ,破坏 了 数学 的 性 统 . 

无 限 小 一 一 他 们 当时 称 之 为 不 可 分 (Indivisibilia) 一 一 被 采 
用 之 后 所 引起 的 真正 的 狂欢 ,实在 是 一 种 自然 的 反应 .在 希腊 的 


中 ”参看 附录 243: 化 一 段 抛物 线 为 算 形 . 
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极端 的 严谨 性 下 , 直 党 已 被 办 禁 得 本 久 了 .现在 它 挣脱 了 束缚 ， 
再 也 没有 欧 几 里 得 们 来 限制 它 的 自由 浪 慢 的 飞翔 了 . 

-还 有 另 一 个 不 可 忽视 的 原因 .我 们 不 要 忘记 ,当时 的 杰出 人 
物 们 都 要 接受 经 院 教义 的 训 诲 “我 们 只 消 把 一 个 孩子 教养 到 八 
岁 ， 一 位 耶稣 教士 说 ， 他 的 将 来 只 能 听从 命运 ." 开 普 勤 想 作 一 
个 牧 师 的 希望 遭 到 挫折 之 后 ,很 不 情愿 地 去 从 事 天 文学 . 巴 斯 区 
扫 弃 了 数学 去 作 宗教 的 隐士 . 稍 卡 儿 由 于 对 教 权 的 信仰 而 减低 
了 他 对 伽利略 (Galileo)》 的 同情 .牛顿 在 写 他 的 杰作 之 余 , 却 又 写 
了 许多 神学 的 劝 世 文 . 莱 布 尼 区 梦想 着 可 以 使 基 荡 教 在 这 个 世 
界 上 太平 无 事 的 数 的 图 式 ,对 于 那些 其 逻辑 来 自 对 “ 圣 典 *,“ 赎 
罪 ”, “三位一体 " 和 “化 体 " 等 的 思 准 的 人 来 说 ,无 限 算法 的 有 效 
与 否 , 的 确 只 是 一 件 无 关 紧 要 的 小 事 . 
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这 里 讲 的 可 算是 对 贝克 莱 (Berkeley) 主 教 的 一 个 为 时 已 樟 
的 反 驶 .在 牛顿 的 划时代 的 微 积 分 著作 发 表 二 十 五 年 之 后 ,主教 
著 一 论文 , 题 为: 分析 者 ;对 不 信教 的 数学 家 的 谈话 》. 对 于 认为 
对 宗教 信仰 太 过 分 的 论点 ,主教 反 驱 说 ,数学 的 前 提 也 并 不 更 加 
可 靠 .他 用 不 可 比拟 的 才能 和 智慧 ,对 无 限 小 学 说 加 以 深入 的 分 
析 , 揭 露出 许多 不 严格 的 推理 .含糊 的 陈述 和 触目 的 蔬 秆 .“ 流 
率 ” (fluxion) 和 *“ 微 差 "qifference) 靶 其 中 的 两 个 这 样 的 术语 ;为 
反对 这 两 个 术语 ,主教 用 了 他 那 卓著 的 爱尔兰 幽 软 语调 讽刺 说 : 
“一 个 能 臂 消化 第 二 .第 三 流 率 和 第 二 、 第 三 微 差 的 人 , 据 我 看 
来 ,他 无 需 对 于 神学 上 的 任何 观点 感到 肠胃 不 调 .” 

牛顿 的 “ 流 率 ” , 莱 布 尼 芯 的 “ 微 差 ” ,现在 我 们 称 之 为 微 商 和 
微分 ,它们 是 一 种 数学 学 科 上 的 主要 概念 ,加 上 解析 几何 ,它们 
构成 了 促进 应 用 科学 发 展 的 强 有 力 的 因素 :这 就 是 微 积 分 .解析 
儿 何 的 创立 应 归功 于 笛 卡 儿 ; 译 于 后 顿 和 莱 布 尼 世 二 人 谁 首 先 
发 明了 微 积 分 ,整个 18 世纪 都 在 激烈 地 争论 着 ,即使 在 今天 也 
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还 没有 完全 型 清 楚 . 但 这 两 个 学 科 的 原理 ,我 们 发 现在 费 尔 马 于 
1636 年 10 月 22 日 给 罗 伯 瓦 尔 (Roberal) 的 信 中 ,已 经 明确 地 
预示 出 了 ,这 是 在 笛 卡 儿 & 几 何 学 ?Geometria) 问 世 的 前 一 年 ,也 
是 牛顿 的 4 麻 理 3#Principiay 刊行 的 前 六 十 八 年 .如 果 费 尔 马 没 
有 那 种 不 爱 发 表 研 究 成 果 的 怪 脾 气 , 则 解析 几何 和 微 积 分 的 创 
立 都 应 归功 于 这 位 文艺 复兴 时 期 的 阿 基 米 德 了 , 而 数学 界 也 可 
以 创 受 长 达 一 个 世纪 的 不 愉快 的 纷争 之 羞 情 了. 
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牛顿 的 微 积 分 原理 的 实质 可 用 运动 的 例子 来 说 明 , 碰 巧 的 
是 ,运动 也 正 是 微 积 分 第 一 个 得 以 应 用 的 问题 . 设 有 一 质点 沿 一 
直线 运动 .如 果 在 相等 的 时 间 内 ,通过 了 相等 的 空间 , 即 说 这 质 
点 在 作 等 速 运动 ;而 在 单位 时 间 , 例 如 一 秒 , 所 通过 的 距离 , 叫 作 
该 等 速 运动 的 速度 . 现在 ,若是 在 相等 的 时 间 内 所 经 过 的 距离 不 
等 ,就 是 说 若 运 动 为 非 等 过 ,那么 刚才 所 说 的 速度 一 词 ,就 根本 
失掉 其 意义 了 ,但 是 我 们 可 以 用 所 用 的 时 间 来 除 所 经 过 的 那 段 
下 离 ,此 比 称 为 质点 在 该 距离 内 的 平均 速度 .这 个 比 即 牛 顿 所 谓 
的 本 初 比 (Prime ratio), 这 个 数 显然 与 我 们 所 考虑 的 那 段 时 间 长 
短 有 关 . 现在 注意 ,这 段 时 间 越 短 , 则 平均 速度 越 通 近 某 个 一 定 
值 …… 这 样 得 到 一 个 序列 ,其 中 两 邻 项 之 差 越 来 越 小 .到 某 个 时 
候 ,两 相 邻 之 项 便 无 法 分 辨 了 .现在 我 们 想象 (此 种 观念 同时 也 
为 我 们 对 时 间 和 空间 的 连续 性 的 直觉 意念 所 证 实 ), 继 续 无 限 地 
缩短 时 间 间 隔 , 于 是 ,序列 的 最 终 项 (牛顿 的 最 终 比 ) , 照 牛 顿 的 
说 法 ,就 代表 了 在 这 段 时 间 内 的 最 初 点 上 的 速度 . 

今天 我 们 说 : 依 定 闵 ,一 个 运动 点 在 某 个 时 刻 的 速度 ,就 是 
其 平均 速度 当 此 段 时 间 无 穷 减少 时 的 极限 值 .在 牛顿 的 时 代 , 他 
们 是 没有 这 样 并 慎 的 . 

最 终 的 比 ,牛顿 又 叫 它 流 府 . 流 率 就 是 一 个 变量 ,如 长 度 , 面 
积 ,体积 ,压力 等 的 变化 率 . 后 者 牛顿 名 之 流质 (fluents). 可 惜 这 
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[132] 


[133] 


[134j 


些 富 于 表现 力 的 字 现 在 都 废 而 不 用 了 ,而 代 以 一 些 冷 并 的 字眼 
如 徽 高 , 函 教 等 .因为 在 拉丁 文 里 ,Huere 这 个 字 是 “ 流 " 的 意思 ， 
fluent 是 “流动 物 ”,fluxion 则 是 “流动 率 ”. 
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牛顿 的 理论 一 面 论 的 是 连续 量 ,一 面 又 假设 了 时 间 和 空间 
的 无 限 可 分 性 ;他 说 的 是 一 种 流 , 而 论 这 个 流 时 又 把 它 当 作 一 系 
列 微 小 的 跳 紧 .因为 这 点 , 流 率 理论 遭 到 各 种 反对 ,这 些 反对 也 
就 是 二 千年 前 芝 诺 所 提出 过 的 .而 自古 以 来 , 那 种 认为 数学 必须 
与 人 类 感官 的 天 然 实 在 相 -一 致 的 “实在 论 者 ”, 和 坚持 实在 必须 
与 人 类 头脑 的 号 令 相 一 致 的 “观念 论 者 "二 者 之 间 的 宿 做 又 要 出 
现 了 .这 事 只 等 待 一 位 芝 诺 的 出 现 , 但 这 次 的 芝 诺 却 是 以 一 位 圣 
公会 牧师 的 陌生 姿态 出 现 的 .但 是 且 让 我 们 看 一 看 后 来 成 为 克 

洛 因 (Cloyne) 主 教 的 乔治 :贝克 芋 是 怎么 说 的 吧 : 
“正如 我 们 的 “感觉 ' 在 分 辨 极 微 之 物 时 会 变 得 疲劳 和 
迷 吉 一样, 想象 '( 它 是 感官 的 官能 从 ‘感觉 ' 而 产生 的 ) 在 
构成 对 时 间 的 最 小 质点 或 由 此 质点 产生 的 最 小 增 量 等 的 观 
您 时 就 更 会 模糊 不 清 ; 它 要 理解 瞬间 和 这 些 流 性 数量 在 新 
生 装 态 时 的 增 基 ,也 即 是 它们 在 变 成 有 限 的 质点 之 前 刚刚 
开始 存在 的 增 量 就 越发 困惑 .看 来 , 龙 其 困难 的 是 设想 这 种 
新 生 状 态 的 不 完全 实体 的 抽象 速度 ,至 于 速度 的 速度 一 一 
第 二 ,第 三 ,第 四 和 第 五 等 等 级 的 速度 一 一 如 果 我 没有 说 
错 , 那 都 是 非 人 类 理解 力所能及 的 了 .人们 的 头脑 您 是 深入 
地 分 析 和 中 求 这 种 球 忽 不 定 的 观念 ,就 您 会 感到 茫 无 头绪 ; 
这 些 客体 ,开头 是 飞逝 的 ,微小 的 ,很 快 就 消失 不 见 了 .无 论 
在 何 种 意义 上 说 ,什么 二 级 ,三 级 的 流 率 肯 定 都 是 一 种 神秘 
之 物 , 一 个 开始 骆 间 的 开始 肯 问 ,一 个 新 生 增 重 的 新 生 增 
量 ,也 就 是 说 ,属于 还 谈 不 上 数量 的 东西 不 管 你 从 哪 种 
意义 上 来 解释 ,要 得 出 这 祥 东 西 的 一 个 清晰 的 概念 ,如 果 我 
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没有 错 ,一 定 是 不 可 能 的 .…… 

“这 种 流 率 法 的 伟大 作者 也 感到 了 这 个 困难 ,所 以 他 不 
得 不 乞 灵 于 那些 精致 的 抽 得 物种 几何 上 的 形而上学 ,没有 
它们 ,他 对 于 这 些 被 公认 的 原理 便 会 一 筹 莫 展 .…… 须知 他 
用 流 率 只 是 像 建筑 时 的 临时 支架 ,一 种 一 旦 按 其 比 倍 找 出 
限定 的 外 形 之 后 就 被 弃置 对 用 的 东西 ,可 是 这 种 限定 的 机 
型 又 是 由 流 率 而 来 的 …… 这 些 流 率 又 是 什么 呢 ? 是 瞬息 即 
逝 的 增 量 的 速度 .然而 这 些 解 息 滴 重 又 上 是 什 么 呢 ? 既 不 是 
有 限 的 量 ,又 不 是 无 限 小 的 量 ,也 不 是 无 .我 们 能 不 能 把 它 
们 叫 作 死 去 数量 的 购 斑 呢 ? -……… 

“为 使 你 可 以 更 明晰 地 了 解 上 述 论 述 的 意义 和 意图 ,使 
你 可 以 继续 你 的 沉 患 ,我 再 补充 以 下 面 的 质疑 …… 

“质疑 六 十 四 :对 于 宗教 问题 是 那么 明 辩 的 数学 家 们 是 
否 也 能 严格 对 待 他 们 自己 的 科学 呢 ? 人 能 们 是 否 不 考 奉 权 
威 , 单 任 藉 信任 ,相信 不 可 扣 模 之 物 呢 ? 他 们 是 否 没 有 他 们 
自己 的 神秘 ,或 者 更 进一步 好 说 ,没有 他 们 自己 的 齿 施 和 政 
盾 呢 ?”“ 
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那么 ,贝克 莱 的 机 智 结论 带 来 了 秆 么 实际 的 结果 呢 ? 是 的 ， 


他 在 攻击 数学 术语 的 不 恰当 和 不 相 容 之 点 上 是 大 有 功绩 的 .此 
后 数 十 年 闻 产 生 了 巨大 的 变化 :如 本 初 , 最 终 , 新 生 状 态 , 开 始 ， 
流质 , 流 率 等 字眼 都 会 而 不 用 了 .不 可 分 变 成 现在 的 无 限 小 ;而 
无 限 小 只 不 过 是 一 个 趋 于 极限 零 的 变量 而 已 . 整个 问题 都 徐 组 
而 稳步 地 为 极限 这 个 中 心 观念 所 主 宁 了 . 


如 果 贝 克 某 主教 在 他 写 《 分 析 者 后 五 十 年 再 复活 过 来 ,他 


将 为 他 所 责备 的 那个 顽童 已 经 变 得 如 此 小 心 遵 什 而 无 法 辩 认 
了 .然而 ,他 会 感到 满意 吗 ? 不 会 的 ! 主教 以 其 锐利 的 目光 , 仍 
然 会 辨证 出 改变 了 斑点 的 原来 那 匹 狗 子 .他 所 攻击 的 不 仅 是 语 
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[as] 


言 上 欠 租 明 晰 性 { 虽 则 这 点 在 他 的 批评 中 受到 了 应 有 的 指 搞 )， 


[136] ， 


而 是 芝 诺 所 曾 指 出 的 :新 的 方法 不 能 满足 我 们 那 种 不 间断 的 .不 
可 分 的 .无所谓 各 个 部 分 的 关于 连续 的 直觉 观念 ,因为 任何 想 把 
这 种 连续 分 成 各 个 部 分 的 企图 ,其 结果 都 将 破坏 所 要 分 析 的 真 
正 性 质 . 

如 果 我 们 再 继续 幻想 下 去 ,幻想 主教 阁下 又 在 我 们 当中 钻 
了 出 来 ,我 们 会 听见 他 仍旧 提出 同样 的 攻击 ,发 出 同样 的 指责 . 
然而 这 次 他 会 又 惊 又 言 了 ,因为 他 将 在 禹 派 的 营 笃 中 发 现 了 一 
大 群 人 ,他们 不 但 捍卫 他 ,而 且 将 欢呼 他 为 先驱 者 ， 

但 是 ,关于 这 点 我 们 后 面 再 谈 . 
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这 期 间 , 分 析 学 成 长 复 又 成 长 ,不 顾 批 评 家 们 的 警告 ,不 断 
勇往直前 ,征服 着 新 的 领域 .首先 是 几何 与 力学 ,其 次 是 光学 和 
声学 , 热 之 传播 与 热力 学 ,电学 和 磁 学 ,最 后 甚至 于 混沌 的 宇 家 
也 直接 受 其 统治 了 . 

拉 普 拉 斯 说 得 好 : 

“我 们 可 以 把 字 宙 的 现状 看 作 是 过 去 的 结果 和 未 来 的 
原因 . 一 个 在 任 一 给 定 酸 间 都 知道 那 呕 动 自然 的 一 切 力量 

和 构成 这 种 力 重 的 生灵 的 相互 位 置 的 智者 ,只 要 他 伟大 到 

是 能 将 所 有 数据 加 以 分 析 , 他 就 能 够 将 宇宙 间 最 康 大 的 物 

体 的 运动 以 及 最 轻微 的 原子 的 运动 竞 凝聚 成 一 个 单一 的 公 

式 ; 对 于 这 样 一 位 智者 来 说 ,没有 什么 是 不 确定 的 ,因为 将 

来 ,甚至 像 过 去 一 样 ,永远 展现 在 他 的 眼前 .” 

然而 这 种 伟大 的 结构 为 是 前 数 世 纪 的 数学 家 所 创造 的 ,他 
们 对 于 其 所 立足 的 基础 , 却 并 不 怎么 注意 .尽管 它 有 那么 多 的 不 
严 遵 的 推理 ,那么 多 含糊 不 清 的 观念 ,有 那么 任意 的 推广 ,可 是 
竞 也 没有 阁 出 什么 大 不 了 的 错误 ,这 不 是 十 分 令 人 惊奇 的 事 玛 ? 
“勇往直前 到 ,信仰 会 跟随 你 们 1" 这 是 达 兰 贝尔 策 励 怀疑 者 的 
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话 .似乎 是 昕 了 他 的 茧 励 之 词 .在 对 无 限 算 法 有 效 性 的 盲目 信 机 


的 引导 下 ,他们 果然 勇往直前 . 

接着 就 到 了 批判 的 时 期 : 阿 贝尔 和 雅 科 比 .高 斯 . 栖 西 
《Cauchy) 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 ,最 后 还 有 狄 德 金 (Dedekind) 和 康 托 
尔 , 将 整个 结构 作 了 透彻 的 分 析 , 消除 其 含糊 性 .这样 的 重新 改 
造 的 真正 结果 是 什么 昵 ? 答 日 : 它 恋 责 了 先驱 者 的 到 拖 ,而 拥护 
了 他 们 的 信件 ， 
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无 限 算法 在 工艺 实用 上 的 紧迫 需要 ,其 重要 性 是 怎么 估计 
也 不 会 过 分 的 .实际 上 ,算术 在 几何 学 .力学 .物理 学 以 至 统计 学 
上 的 一 切 应 用 ,几乎 都 直接 或 间接 地 涉及 这 些 算法 , 在 间接 方面 
是 因为 这 些 科学 对 于 无 理 数 和 超越 数 的 广泛 应 用 ;在 直接 方面 
则 是 因为 ,车 没有 这 些 算法 , 则 这 些 科学 所 使 用 的 最 基本 的 概 
念 ,就 不 能 得 到 明晰 的 定义 .除去 无 限 算法 , 则 纯粹 的 和 应 用 的 
数学 ,都 将 退回 到 毕 达 哥 拉 斯 以 前 所 知道 的 状态 . 


Fi 


dT 
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[138] 


味 着 一 场 真正 的 革命 ,因为 这 些 概 念 在 我 们 的 心中 已 经 如 此 地 
根深 蒂 固 了 ;要 不 然 我 们 就 必须 把 这 些 理性 的 观念 运用 到 一 个 
既 不 平 .又 不 直 .也 不 均匀 的 世界 中 去 . 

但 是 如 何 才能 将 平 、 直 ,均匀 运用 到 与 它 恰恰 相反 的 牌 斜 、 
弯曲 ,不 均匀 上 面 去 呢 ? 当然 不 能 通过 有 限 步 实现 .奇迹 只 能 靠 
创造 奇迹 者 一 一 无限 一 一 来 实现 . 既 已 决心 要 坚持 基本 的 理性 
的 观念 , 则 除了 把 我 们 感官 所 感知 的 “弯曲 "实在 ,看 作 是 只 在 我 
们 想象 中 存在 的 平 直 世界 的 无 限 步 的 最 后 一 步 外 ,是 别 无 他 法 
了 . 

奇 就 奇 在 这 竟 能 奏效 ， 
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第 8 章 演变 之 道 


“我 们 来 计算 ,不 需要 更 多 的 假定 ;但 要 我 们 能 够 
计算 ,就 必须 先行 作出 假定 .” 
一 一 尼 杀 (Nietzsche) 
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现在 回 到 无 理 数 ,我 将 力图 指明 这 个 问题 和 前 章 所 讨论 的 
连续 性 问题 之 间 的 密切 关系 ,不 过 ,首先 让 我 们 回 到 我 们 讨论 连 
续 性 问题 之 前 的 情况 . 

企图 将 有 理 算术 应 用 于 几何 问题 ,其 结果 便 出 现 了 数学 史 
上 上 的 第 一 次 危机 .两 个 相当 简单 的 问题 ,确定 正方 形 的 对 角 线 和 
贺 周 , 神 示 出 数学 上 一 种 新 实体 的 存在 ;此 种 实体 在 有 理 域 中 是 
没有 立足 之 地 的 ,人 们 于 是 便 深 感到 有 理 算术 的 不 够 用 了 . 

进一步 的 分 析 表 明 ,代数 的 方法 一 般 说 来 也 同样 地 不 够 用 . 
因而 , 数 域 的 扩充 显然 是 不 可 避免 的 了 ,怎么 扩充 呢 ? 无 限 多 个 
无 理 数 ,更 正确 地 说 是 无 限 多 个 种 类 的 无 限 多 个 无 理 数 ,如 何 才 
能 挤 进 有 理 数 集合 的 编织 严密 的 结构 中 去 呢 ? 

我 们 必须 完全 改变 我 们 的 数 的 旧 概 念 一 一 这 是 无 疑 的 . 卓 
概念 既然 在 几何 的 领域 中 失败 了 ,因此 我 们 必需 在 几何 上 为 新 
概念 寻找 出 一 个 模型 来 .连续 而 无 限 长 的 直线 ,用 来 作 这 个 模型 
似乎 很 合乎 理想 .不 过 在 这 里 我 们 又 遇见 了 一 个 新 的 困难 :如 末 
我 们 的 数 域 与 直线 相 一 致 , 则 对 每 个 个 别 的 数 ,就 必 有 相应 的 一 
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个 点 .然而 ,点 是 什么 呢 ? 对 于 作为 直线 的 元 素 的 点 ,我 们 即使 


不 能 有 一 个 定义 ,至 少 也 得 有 一 个 清晰 的 观念 才 行 . 
2 


把 点 当 作 一 种 无 度 可 言 的 几何 学 上 的 存在 ,这 个 一 般 观念 
当然 是 一 种 假想 ;但 当 我 们 分 析 这 种 起 想 时 ,我 们 发 现 它 的 背后 
有 三 种 清晰 的 观念 .第 一 ,我 们 设想 点 是 一 种 生成 性 的 元 素 , 它 
在 运动 中 描画 出 一 条 直线 . 这 种 观念 看 来 十 分 适合 我 们 直觉 上 
的 连续 性 观念 ,而 连续 性 就 是 我 们 赋予 直线 的 第 一 个 特性 .不 过 
如 果 我 们 取 这 种 动态 概念 作为 直线 和 数 域 类 比 的 基础 , 则 此 二 
者 实 有 不 相 栅 之 处 ， 

确实 ,我们 感官 所 感觉 的 运动 万 是 某 种 个 别 的 ,不 可 分 割 的 
和 沅 间断 的 东西 .将 运动 分 解 为 各 个 元 素 , 其 结果 适 足 以 破坏 我 
们 决心 保持 的 连续 性 ,但 为 了 与 数 类 比 的 目的 ,直线 必需 看 作 是 
无 限 小 的 静止 位 置 的 次 第 相 续 , 这 恰恰 与 我 们 所 想象 的 与 静止 
完全 相反 的 那 种 运动 的 观念 相 冲 突 . 这 就 是 世 诺 论证 的 振 振 有 
词 的 理由 ， 

我 们 已 经 看 到 数学 家 如 何 试图 用 无 限 小 分 析 的 发 明 来 作 这 
种 矛盾 之 间 的 桥梁 ;我 们 又 看 到 这 种 分 析 如 何 由 几何 和 力学 出 
发 ,终于 得 在 精密 科学 的 各 个 方面 获得 统治 的 地 位 ,最 后 还 成 为 
变化 论 这 种 道 地 的 数学 理论 .从 实用 的 观点 说 ,分 析 学 的 这 种 全 
面 胜利 ,足以 证 明 其 方法 的 有 效 性 .但 是 ,要 知 课 的 好 坏 必 须 性 
梨 , 这 话 固然 不 错 ,但 吃 并 不 能 告诉 我 们 梨 是 什么 ,分 析 学 的 成 
功 本 身 只 是 突出 了 那个 老 问题 ;连续 统 是 由 什么 构成 的 ? 

第 二 ,点 可 以 当 作 两 根 直线 的 相交 处 ,就 是 说 , 另 一 直线 在 
所 讨论 的 直线 上 留 下 的 痕迹 .这 样 , 它 只 不 过 是 一 个 分 好 ,也 就 
是 将 这 根 直线 分 隔 成 互 斥 互 补 的 两 个 部 分 . 理 查 德 , 狄 德 金 就 是 
以 这 个 观念 作为 出 发 点 而 写 出 了 他 的 划时代 的 论文 :《 连 续 性 与 
无 理 数 .这 简 文 章 发 表 于 1872 年 . 关于 这 些 , 下 章 再 说 . 
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最 后 ,点 可 以 视 作对 一 条 线段 施行 无 限 兽 法 时 所 得 的 授 限 
和 位置. 这样 的 方法 可 能 有 种 种 样式 ;在 这 里 我 们 只 需 指出 ,其 中 
最 有 代表 性 的 一 种 ,就 是 希腊 人 的 二 分 法 .这 种 无 限 算法 在 算术 
方面 的 模 应 东西 就 是 无 限 序 列 . 康 托 尔 就 是 用 有 理 无限 序列 来 
作 他 的 著名 的 无 理 数 理论 的 媒介 物 . 这 篇 论文 于 1884 年 首次 问 
世 , 这 个 简单 而 又 影响 深远 的 观念 ,也 就 是 本 章 的 论题 . 
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一 个 序列 的 各 项 如 果 都 是 有 理 数 , 则 该 序列 称 为 有 理 序 列 ; 
车 其 中 每 项 均 有 一 后 继 项 , 册 它 称 为 无 限 序列 .用 以 产生 出 无 限 
序列 的 一 组 运算 ,我 称 之 为 无 限 算法 . 

所 有 无 限 算法 的 原型 就 是 重复 .实在 说 ,无 限 这 个 概念 本 身 
就 是 从 下 述 概念 引 出 来 的 : 凡 说 过 或 艇 过 一 遍 的 未 西 可 以 永远 
重复 .将 重复 应 用 于 有 理 数 a ,我 们 就 得 到 重复 序列 

得 三 人， 让， 

我 将 称 该 序列 代表 数 a . 

另 一 种 基本 运算 ,我 将 称 之 为 级 数 法 ,这 是 一 种 连续 的 加 
法 . 设 有 序列 

db cde fg’", 
运用 级 数 法 就 生出 一 个 新 序列 
aatbatbte,at+bti+et+d,, 

我 们 称 之 为 序列 a ,5,c,… 所 产生 出 的 级 数 . 所 以 ,从 重复 序列 
1,1,1,…, 就 可 得 出 自然 序列 1 ,2,3,4,…. 

级 数 法 显然 可 以 应 用 于 一 切 序列 .因此 ,每 个 序列 必 有 其 相 
应 的 级 数 .不 过 其 中 最 重要 的 万 是 渐 迄 序列 所 产生 的 级 数 ,所 谓 
渐 逝 序列 ,其 特征 在 于 相继 各 项 渐次 减 小 ,以 至 于 可 以 “ 走 到 " 足 
够 远 的 地 方 , 而 得 到 小 于 任意 给 定数 的 项 .这 种 类 型 的 序列 有 ， 

- 1 1 111 


3°4'8’16'32" ; 
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[142] 


[143] 


土工 工 工 .… 
了 3 
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到 任意 两 个 序列 , 若 将 两 者 的 项 -一 一 相 减 ,又 可 得 出 另 一 序 
列 .这 样 引 出 的 差 序列 也 可 能 是 渐 逝 的 ,例如 下 两 序列 ， 


1 
1 
和 2 
便 是 这 禅 的 .这 里 各 相应 项 之 差 组 成 _ 一 序列 : 
3 秀 了 9 11 13 15 


本 


1x272X3'3x4?4x5SSX66X7 7XS ， 
每 项 的 分 母 前 是 两 个 相连 数字 之 积 ,而 分 子 则 是 该 两 数 之 和 .这 
个 序列 的 第 一 千 项 小 于 0.002, 其 第 一 百 万 项 小 于 0.000002. 由 
此 类 推 ,本 序列 必 为 渐 逝 ， 
两 序列 的 差 序 列 若 为 浙 送 , 则 我 称 此 二 者 为 浙 近 的 ,两 渐 近 
序列 之 一 ,也 可 能 是 重复 序列 ,例如 | 


1 2 3 4 . 
2 7 3 4 5 
该 重复 序列 代表 有 理 数 1. 我 们 将 说 ,与 第 一 个 序列 渐 近 的 第 二 
个 序列 也 代表 有 理 数 1, 或 者 说 , 它 以 工 为 极限 而 收 笋 . 
循 此 可 推出 ;车 两 个 序列 都 浙 近 于 第 三 个 序列 , 则 此 两 序列 
也 彼此 渐 近 ;同时 , 若 其 一 序列 以 某 有 理 数 为 极限 而 收 和 化, 则 它 
序列 也 必 如 此 .这 样 , 有 许多 序列 ,其 形式 虽 各 不 相同 , 却 可 能 代 
表 同 一 个 数 .实际 上 也 确 是 如 此 .例如 2 这 个 数 ， 就 可 以 用 无 限 
个 有 理 序列 来 表示 ,其 中 有 : 
1.9,1.99,1.999,1.999 9,.…; 
2.1,2.01,2.001,2.000 1 … 
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其 他 一 切 有 理 数 也 者 是 如 此 .特别 的 是 :每 个 渐 送 序列 都 可 视 为 【144] 
有 理 数 扯 的 代表 . 


5 


形式 最 简单 .同时 又 具有 历史 和 理论 上 的 重要 意义 的 序列 ， 
是 几何 序列 . 设 以 一 任意 数 为 首 项 ,以 另 一 任意 数 为 公 比 , 则 各 
项 可 用 全 比 递 乘 而 得 .一切 重复 序列 都 可 以 看 作 是 一 种 特殊 的 
几何 序列 ,其 公 比 等 于 1. 如 果 除 去 这 种 特例 ,我 们 可 将 所 有 几 
何 序列 分 类 为 递增 的 和 递减 的 .各 举 一 例如 下 ; 
2,4,3,16,32,64,."" :22 ,3 


种 1 工 工 荆 工 .上 .. 
了 92781” ?3 “ 

在 递增 的 几何 序列 中 ,各 项 的 绝对 值 无 限 地 增长 ;就 是 说 ,如果 
我 们 “ 走 到 "足够 远 的 地 方 , 定 可 找到 大 于 不 论 多 么 大 的 任意 数 
的 项 .这 种 序列 称 为 发 散 序 列 . 

递减 序列 必 是 渐 逝 的 ,由 于 这 个 原因 ,我 们 在 此 对 它 特 别 有 
兴趣 .尤其 有 特殊 价值 的 是 ,这 种 渐 逝 几何 序列 上 所 产生 的 级 数 ， 
常 以 某 有 理 数 为 极限 而 收敛 ;反之 ,任何 有 理 数 都 可 以 看 作 是 某 
个 有 理 几 何 级 数 的 极限 .再 者 , 它 是 我 们 根据 直接 的 数据 就 能 实 
际 计算 出 “级 数 之 和 "的 少数 几 种 级 数 之 一 . 

几何 序列 所 产生 出 的 级 数 称 为 几何 级 数 . 渐 逝 几 何 序 列 则 
产生 出 收效 级 数 . 若 序列 的 首 项 为 a, 公 比 为 ,其 极限 可 以 由 [145] 
下 列 简 单 会 式 得 出 


这 个 极限 称 为 级 数 的 和 . 
— 121 一 


[146] 


芝 庄 第 一 论 中 的 二 分 法 序列 就 是 几何 序列 


它 产 生出 一 级 数 


后 者 的 极 恨 为 1 ,这 可 以 直接 看 出 或 用 录 和 人 式 求 得 ， 
虽然 芝 庄 宣称 
1 1 


二 + 工 + 工 1 工 ，. 
2 4 8 16 1! 


这 序列 的 和 的 项 有 无 限 之 多 ,但 是 其 值 表示 有 限 数 1. 收 和 伍 和 极 
限 这 两 个 概念 的 采用 ,固然 可 以 根据 各 种 理由 加 以 反对 ,不 过 一 
旦 接受 了 之 后 , 芝 诺 所 说 的 无 穷 级 数 之 和 一 定 是 无 限 的 ,就 完全 
失 其 依据 了 . 

芝 诺 的 第 二 论 也 涉及 一 个 几何 级 数 . 为 具体 起 见 , 设 阿 基 里 
斯 以 每 分 钟 100 英尺 的 速度 前 进 , 鱼 则 以 每 分 钟 1 英尺 的 速度 
前 进 . 设 龟 原 在 阿 基 里 斯 之 前 990 英尺 , 间 阿 基 里 斯 需要 多 少时 
闻 才 能 追 上 危 ? 芝 诺 说 :永远 不 可 能 . 而 “常识 "告诉 我 们 , 阿 基 
里 斯 每 分 钟 赶 上 包 99 英尺 , 原 有 的 990 英尺 的 距离 在 10 分 钟 
之 后 就 完全 赶 上 了 .但 是 让 我 们 采用 芝 庶 的 方式 来 推理 . 当 阿 基 


里 斯 直到 龟 原 在 的 位 置 时 ， 龟 又 走 了 原 距 离 的 [1 即 9.9 英 尺 ; 


当 阿 雪 里 斯 又 走 到 龟 的 第 二 位 置 时 ,多 又 走 了 9.9 英尺 的 和 
即 0.099 英尺, 但 是 “说 过 一 饥 的 话 可 以 永远 重复 下 去 ". 龟 与 阿 
基 里 斯 的 距离 就 成 为 刀 何 级 数 

990,9.9,0.099,0.000 99,.……, 
其 和 可 用 求 和 公式 求 得 为 1 000. 就 是 说 , 阿 基 里 斯 必须 走 1 000 
英尺 才能 追 上 危 ,而 这 就 要 他 花 10 分 钟 时 间 . 这 样 一 来 ,无 限 项 
之 和 丸 可 以 是 有 限 的 了 . 
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循环 小 数 只 是 几何 级 数 的 乔装 打扮 
先 看 所 谓 纯 循环 的 无 限 小 数 的 例子 
0.363 036 30…'， 
我 把 它 简写 为 0.(36). 
这 个 数 的 实际 意义 乃 是 
36 36 36 呈 
100 * 10000* 1000000 
然而 这 是 一 个 公 比 为 00 的 几何 级 数 , 求 和 公式 证 明 这 个 级 数 以 
有 理 数 38, 或 霹 为 极限 而 收 伍 ,所谓 混 钳 环 小 数 的 情况 也 与 此 相 
同 ,例如 0.34(53). 以 100 乘 之 , 则 得 纯 循 环 小 数 34 党 ,因为 混 


循环 小 数 之 值 为 其 0 , 故 得 0.34(53) =33 电 . 

即使 是 一 个 有 限 位 小 数 ,也 可 以 当 儿 循环 小 数 来 看 待 ,其 特 
环节 是 六 .例如 : 

2.5=2.50000 =2.5(0). 

我 们 在 学 校 里 学 过 如 何 化 分 数 为 小 数 的 方法 . 所 由 的 方法 
叫 作 长 除法 ,我 们 由 经 验 得 知 ,其 结果 或 则 得 出 一 个 有 限 位 小 
数 ,如 吝 可 化 为 0.125; 或 则 得 出 一 个 无 限 循环 小 数 ,如 二 可 以 
用 0.(142857) 来 表示 . 这 种 性质 可 以 有 极 严密 的 证 明 ,并 且 可 
以 表述 为 下 列 命题 :任何 有 理 数 都 可 以 用 而 且 只 可 以 用 一 种 无 
和 眼 禧 环 小 数 表 示 ; 反 之 ,任何 循环 小 数 均 表示 一 有 理 数 . 

另 一 方面 ,我 们 显然 可 以 构造 出 许多 小 数 序列 ,虽然 位 数 无 
限 , 却 非 答 环 .其 备 位 数字 的 排列 或 者 是 杂乱 无 章 的 ,或 者 依循 
某 种 正规 而 不 循环 的 规则 . 例如 以 下 的 小 数 就 是 : 

1.10111213::.192021-…100101…. 


— 123 一 


[L147] 
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如 果 我 们 能 够 找 出 一 个 重复 有 理 序 列 e,a ,ea,… 与 这 个 小 数 序 
列 为 渐 近 ,那么 这 个 小 数 序 列 便 代表 有 理 数 a 了. 然而 我 们 知 
道 这 是 不 可 能 的 ;因为 如 若 可 能 , 则 这 个 小 数 序列 应 为 循环 数 ， 
但 它 却 并 不 是 .那么 这 个 小 数 所 表示 的 到 底 是 什么 呢 ? 我 们 不 
知道 .在 我 们 规定 收 人 敏和 极限 的 定义 的 时 收 , 早 就 排除 了 把 这 种 
序列 作为 一 个 数 的 可 能 性 了 . 然而 还 存在 着 我 们 直觉 的 关于 收 
敛 和 极限 的 观念 , 它 是 某 种 递增 而 不 超过 某 一 数量 或 递减 而 不 
小 于 某 一 数量 的 东西 .从 这 种 直觉 观点 看 来 ,这 种 无 限 而 非 循 环 
的 小 数 级 数 的 确 是 收效 的 ,此 外 还 有 许多 序列 也 是 如 此 ,如 
2 3 也 5 
全 1 计 ) (1 ,1 

这 个 级 数 ,碰巧 代表 了 超越 数 。. 

收银 和 极限 的 这 种 素 朴 观念 就 是 早期 分 析 学 采取 作为 公理 
性 的 观念 ,我 们 应 当 承认 ,虽然 这 种 观念 引出 了 某 种 危机 ,可 是 
也 正 因为 有 了 它 , 微 积分 才 获 得 其 最 初 的 成 果 . 现 在 最 自然 出 现 
在 头脑 中 的 问题 是 :是 否 能 够 将 收敛 和 极限 的 这 种 含糊 直觉 观 
念 用 精确 的 系统 表述 的 定义 来 概括 呢 ? 是 否 能 用 这 样 的 定义 来 
造 出 一 种 新 工具 ,以 使 我 们 能 饱 在 处 理 像 非 循 环 小 数 以 及 其 他 
序列 那样 的 数学 的 新 实体 时 ,具有 如 同 处 理 那 些 以 有 理 数 为 极 
限 的 特殊 序列 时 一 样 的 确定 性 呢 ? 
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要 回答 这 些 问题 ,我 们 必须 考察 ,在 收敛 于 有 理 极 限 的 特殊 
序列 中 ,是 否 有 一 种 性 质 ,能 立即 推广 到 范围 更 大 但 并 不 是 如 此 
收 合 的 序列 上 去 . 康 托 尔 发 现 了 一 种 这 样 的 性 质 , 我 就 岂 它 为 收 
化 序列 的 自 渐 近 性 . 

为 说 明 这 点 ,让 我 们 再 取 二 分 法 级 数 为 例 .我 们 将 这 个 序列 
的 各 项 “* 移 前 ”, 即 弃 去 第 一 项 ,以 第 二 项 作 第 一 项 ,第 三 项 作 第 
二 项 ,如 此 等 等 .用 这 种 移 前 法 可 以 次 第 作出 各 序列 : 
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7133163 127 
8 16'327647128 i 
15 31 63 127 255 
16’32'64"128'256’ i; 
15 31 63 127 255 S11 
8 '16'32'64’128'256'512' 

这 显然 癌 以 继续 下 去 以 至 于 无 穿 . 现在 邯 使 把 这 些 序列 略 赂 考 
查 一 下 ,就 可 以 看 出 它们 都 彼此 互 为 渐 近 ;就 是 说 ,其 任意 两 个 
序列 所 组 成 的 差 序列 都 为 渐 逝 . 

一 切 收 令 于 有 理 极 跟 的 床 列 都 可 以 证 明 其 为 自 浙 近 ;不 过 
月 靳 近 的 性 质 并 不 限于 此 等 序列 :事实 上 ,每 个 无 跟 位 的 不 循环 【149] 
小 数 也 都 有 这 种 性 质 .就 取 下 殉 的 小 数 为 例 ， 

0.101 112 131 415…， 


2 后 


' 


3 
4 
3 了 
4 ”8 
了 1 


它 可 写成 序列 
0.1,0.10,0.101,0.101 1,0.101 11,0.101 112,.…. 
显然 ,在 弃 去 这 些 有 理 近 似 值 的 前 若干 个 之 后 ,即使 这 个 座 列 的 
外 表 也 没有 什么 改变 . 这样, 我 们 可 以 把 它 写 成 下 列 的 形式 : 
0.10L 112,0.101 112 1,0.101 11213,0.101 112 131,.…, 
它 一 定 种 先头 的 序列 渐 近 ， 
康 托 尔 把 妆 效 和 自 渐 近 两 个 各 词 等 同 起 来 ,从 而 推广 了 收 
仇 的 观念 ,在 此 之 前 ,这 个 术语 只 限 用 于 与 某 种 有 理 重 复 认 列 为 
浙 近 的 序列 .不 但 如 此 ,他 还 把 这 种 自 淅 近 的 序列 当 作 用 来 产生 
一 种 新 型 的 数学 实体 ,他 把 这 种 新 实体 与 在 他 之 前 很 早 就 被 称 
为 实 教 和 的 数 等 全 起 来 ,这 样 ,他 又 推广 了 只 限 的 观念 . 
8 
现 首 ,如 果 固 本 党 则 所 要 求 的 条 件 都 能 证 明 得 到 满足 ,这 种 
新 实体 就 可 以 当 得 土 数 的 名 称 了 . 
在 收 合 序 列 中 ,有 若干 序列 是 以 有 理 数 为 极限 的 ,因此 ,第 
一 个 规定 就 得 到 了 满足 .第 二 个 规定 要 求 的 是 等 级 判别 准则 . 那 
一 725 一 
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么 让 我 们 取 确 定 实数 a 和 5 的 两 个 序列 (4) 和 (B) 来 考察 ,我 
们 构成 其 差 序 列 (4 - 8). 也 许 这 个 差 序列 怡 为 渐 逝 的 ,在 这 种 
情况 下 ,(4) 和 (CB) 互 为 渐 近 ,我 们 就 说 两 数 e 和 相等 , 取 下 
面 两 个 序列 为 例 


和 
2 十 二 十 高 + 二 >» 

二 
可 以 证 明 它们 是 渐 近 的 ,所 以 它们 表示 同一 个 实数 , 即 超 越 数 。. 

如 果 其 差 序 列 不 是 渐 逝 的 ,那么 也 许 从 某 项 开始 之 后 ,各 项 皆 
为 正 , 在 这 种 情况 下 ,我 们 说 序列 (4 ) 优 超 于 序列 (8), 也 有 即 是 实数 
a 大 于 实数 .其 次 ,如 果 从 某 项 开始 之 后 , 差 序列 的 相继 各 项 皆 为 
负 , 则 (4) 为 (8) 所 优 超 ,于 是 我 们 说 a 小 于 5. 当 序列 (4) 和 (8) 的 
极限 为 有 理 时 ,可 证 明 这 些 判 别 准 则 便 化 为 标准 的 形式 . 

最 后 ,我们 规定 ,两 个 实数 的 和 及 积 ,就 是 厌 丙 序列 的 相应 
项 之 和 及 积 所 成 的 序列 所 确定 的 实数 .这 自然 意味 着 所 成 的 序 
到 本 身 也 是 收 伊 的 才 成 ,而 这 一 点 确 可 严密 地 证 明 其 为 如 此 .不 
止 如 此 ,这 样 定 义 的 加 法 和 乘法 还 可 证 明 具 有 结 台 、 交 换 、 分 配 
诸 性 质 . 

由 固 本 头 则 的 观点 看 来 ,这 种 新 数 就 可 以 算 作 羽 拘 丰满 的 
数 了 .把 它们 加 进来 以 后 ,有 理 域 就 变 为 更 加 广大 得 多 的 领域 中 
的 一 个 局 部 ,这 个 新 领域 ,我 们 叫 它 实 数 减 ， 
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这 个 新 域 是 否 完全 包括 了 代数 中 的 无 理 数 和 分 析 学 中 的 超 
越 数 呢 ? 是 的 .为 了 阐明 这 一 点 ,让 我 们 再 回 到 x?= 2 这 个 方程 


一 125 一 


了 二 


式 . 就 是 这 个 方程 式 . 在 两 于 年 前 以 求 正方 形 对 角 线 问 题 的 形式 


出 现 , 就 是 它 带 来 了 第 一 次 危机 ,这 个 危机 现在 已 经 以 建立 实数 
域 而 告 结束 . 

我 们 在 学 校 里 学 过 了 求 平方 根 的 算法 . 由 这 方法 求 出 我 们 
称 为 2 的 一 组 有 理 近 似 值 ,它们 构成 一 个 收 伍 序列: 

1,1.4,1.41,1.414,1.414 2,1.41421,.. 
这 个 序列 没有 有 理 极限 ,但 是 它 的 每 项 的 平方 数 所 组 成 的 序列 
1,1.96,1.988 1,1.999 396,--- 

却 政 人 证 于 有 有理数 2. 

所 以 , 当 我 们 说 方程 式 xz=2 的 正 数 解 就 是 方才 所 论 的 序 
列 , 并 以 Y2 来 表示 此 所 确定 的 数 时 ,我 们 的 意思 不 但 是 说 其 平方 
序列 为 疏 敏 ,同时 也 是 说 , 它 属于 具有 有 理 寝 限 的 少数 收 误 序 列 
的 类 型 ,在 这 里 ,其 极限 是 2. 换 名 话说 ,序列 所 以 表示 2 者 , 盖 
因 > 虽然 不 是 一 个 完全 平方 数 , 它 却 是 一 组 平方 数组 成 的 序列 
所 收 仇 的 极限 也 . 

同样 的 方法 也 可 施用 于 其 他 的 代数 方程 式 或 超越 方程 式 . 
要 实际 作出 一 个 算法 以 得 出 收 伊 于 某 特 例 所 求 的 解答 的 序列 ， 
在 数学 上 常 是 -- 件 相当 困难 的 事 .然而 一 旦 有 了 , 则 该 序列 总 可 
以 化 成 一 个 有 无 限 位 的 小 数 ,这 个 小 数 的 本 性 就 是 收 敏 的 ,从 而 
表示 出 一 个 实数 . 

所 以 , 际 认 了 无 限 算 法 的 有 效 性 之 后 , 它 就 可 以 带 我 们 走出 
有 理 算术 的 被 限制 的 边界 ,由 此 产生 了 一 般 的 算术 .也 就 是 实数 
的 草木 .我 们 就 可 以 用 这 个 手段 来 解决 从 前 有 理 算术 所 束 手 无 
策 的 隔 题 了 . 


10 
乍 看 起 来 ,我 们 给 有 理 序 列 的 极限 以 实数 这 个 极 广泛 的 名 


中 参看 附录 17. 
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称 ,似乎 缺乏 先 见 之 明 , 因 为 现在 自然 会 使 人 想到 这 些 无 理 数 所 
作出 的 无 限 序列 .如果 我 们 叫 原来 的 无 理 数 为 第 一 级 无 理 数 , 则 
这 种 新 极限 就 可 称 为 第 二 级 无 理 数 ;从 这 里 ,我们 还 可 以 推出 第 
三 级 …… 等 等 无 理 数 来 .为 免 空 口 说 白话 之 训 , 可 取 一 简单 的 式 


子 V 1 +Y2 为 例 , 它 的 直接 解释 构成 了 如 下 的 无 理 序列 : 
v 2d, 2.41,v 2.414，- 
然而 ,至 少 在 这 个 例子 ， 上 面 提 出 的 皮 对 是 没有 理由 的 . 因 


为 如 果 我 们 设 v 1+Y2 = x ,用 简单 的 代数 演算 就 可 证 明 x 是 方 
程式 x*=24x?4 1 的 一 个 根 . 对 于 这 一 点 .我 们 可 以 用 一 个 和 求 


方 根 的 算法 相 类 似 的 方法 , 求 出 一 组 有 理 近 似 值 ,于 是 v 1+v2 
区 可 以 用 一 个 有 理 序 列 来 表示 ,这 个 序列 与 先前 所 考察 的 无 理 
序列 是 淅 近 的 . 

乍 看 起 来 这 虽然 似乎 是 奇怪 的 ,但 它 却 确 是 一 种 极为 普遍 的 
事实 .对 于 任何 无 理 序 列 , 总 可 以 找 出 一 个 有 理 序 列 ! 通 常 不 正 一 
个 ) 与 它 为 渐 近 . 因此 ,分 级 无 理 数 的 提出 ,里 然 站 在 纯 形 式 的 立 
场 说 来 是 有 意义 的 ,但 就 一 般 算术 而 言 , 则 只 是 画蛇添足 了 ， 
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几 可 用 无 理 序 列表 示 的 ,总 可 以 用 一 个 有 理 数 序 列 来 代表 ， 
这 个 命题 非常 重要 . 它 赋予 了 有 理 数 在 数学 理论 中 的 特殊 作用 ， 
既然 任何 实数 都 可 用 无 限 收 化 的 有 理 序列 来 表示 , 则 有 理 域 ,再 
加 上 收 和 敛 和 极限 两 个 概念 的 帮忙 ,就 足够 建立 全 部 算术 了 ;由 算 
本 产生 出 了 函数 论 ,而 函数 论 是 现代 数学 的 葛 基 五 . 

而 这 个 基本 事实 在 应 用 数学 中 也 具有 同样 巨大 的 重要 性 . 
既然 任何 有 理 序列 都 可 表示 为 一 个 无 限 位 的 小 数 , 则 一 切 计算 
都 可 以 系统 化 了 .计算 者 只 消 取 所 需 的 几 位 小 数 数字 , 便 可 得 到 
任何 无 理 数 问题 或 超越 数 问 题 的 一 个 有 理 近似 值 .进而 言 之 ,他 
的 计算 的 准确 性 不 但 可 以 很 容易 地 估计 出 来 ,而 且 甚 至 能 事先 
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指定 心 . 
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曾经 有 人 问 过 足 易 十 四 (Lowis 如), 他 的 国际 政策 的 指导 
原则 是 什么 ,据说 他 讽刺 地 回 等 道 必 春 并 ! 上 友 正 这 行动 总 可 以 
找 着 一 个 聪明 的 律师 来 辩护 的 .” 

每 当 我 回想 起 无 限 和 无 理 数 这 两 个 问题 的 历史 时 ,我 便 记 
起 了 这 上 段 轶 事 . 用 一 个 有 理 近 似 值 来 代 蔡 无 理 数 ,或 者 ,同样 地 ， 
用 无 限 序 列 中 的 某 一 提前 项 来 代替 其 极限 ,这 种 方法 ,世界 并 不 
逢 等 待 殊 尔 斯 特 拉 斯 和 康 托 尔 来 确认 .依据 有 理 近 仅 值 ,人 们 以 
之 丈量 田地 ,修建 大 原 . 控 氮 运 河 , 建 筑 桥 梁 ,制造 军火 ,铸造 机 
器 ,从 来 不 去 查 问 所 用 的 原则 的 正当 性 如 何 ， 

我 以 前 说 过 西 癸 和 希 罗 所 给 出 的 整数 方 根 的 近似 值 .有 迹 
象 表明 ,这 些 问题 具有 古老 的 来 源 ,也 许可 以 回 湖 到 早期 的 毕 达 
绎 拉 斯 学 派 . 人 得 是 只 有 阿 基 米 德 才 是 第 一 个 把 这 原则 加 以 系统 
应 用 的 人 . 

让 我 们 肯 问 到 化 加 为 方 的 古典 问题 , 它 清楚 地 反映 出 数学 
进展 过 程 中 的 各 个 阶段 , 如 我 前 面 所 说 , 阿 基 米 德 的 办 法 是 把 加 
周 看 作 包 围 于 两 组 下 多 边 形 之 间 的 东西 ,一 组 多 边 形 内 接 于 贺 ， 
一 组 外 切 于 图 .他 由 6 边 形 开始 ,逐次 加 售 其 边 数 ,直到 96 边 为 
此 ,一 系列 内 接 多 边 形 的 周 界 组 成 一 个 序列 ,外 雪 的 周 界 则 组 成 
另 一 个 序列 . 戎 此 过 程 无 穷 继续 下 去 , 则 这 两 个 序列 都 将 向 同一 
个 极限 收 语 ,这 个 极限 即 是 辐 周 的 长 度 .车 贺 的 直径 为 一 , 则 其 
公共 极限 为 x. 

这 些 序 列 可 注意 之 点 即 二 首都 为 无 理 序列 .第 一 个 序列 的 
前 两 项 是 6,6(v6 -v2) ,第 二 个 序列 的 前 两 项 是 4v3,24{2 - 
3), 且 其 相继 各 项 含有 更 加 繁复 的 根 号 . 阿 基 米 德 很 自信 地 用 


人 大 看 附录 芋 ; 论 计算 术 . 
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有 理 数 来 代替 这 些 无 理 数 序 ,并 用 这 种 方法 推演 出 x 的 值 被 包 
在 两 个 有 理 数 3 六 和 3 站 之 间 ， 
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也 就 是 这 两 个 古典 问题 , 根 号 及 x 之 求 值 ,促成 了 另 一 个 重要 
的 无 限 算法 的 发 展 : 即 连 分 数 . 虽然 有 些 数学 史家 宣称 希腊 人 已 经 
知道 了 这 个 东西 ,但 是 我 们 今天 所 掌握 的 关于 连 分 数 的 最 早 文献 ， 
却 是 1572 年 邦 别 利 (Bombelli) 的 一 本 书 .不 过 , 照 他 所 说 ; “其 他 作 
者 在 其 著作 中 已 经 提出 了 许多 组 成 连 分 数 的 方法 ;他 们 互相 攻击 ， 
而 又 缺乏 正当 的 理由 .因为 , 照 我 看 来 ,他 们 所 寻求 的 都 是 同一 月 
标 . "由 此 判断 ,这 种 算法 早 在 16 世纪 就 已 为 人 们 所 知 了 . 


/> 邦 别 利 所 说 的 
?1 , “同一 目标 "就 是 指 求 
+ 根 号 的 有 理 近 似 值 . 

“。 我 可 用 ,2 来 解 泛 这 个 


*。。 。 法子 . 这 个 数 是 包含 

在 一 与 二 之 间 的 ,让 

我 们 设 V3 = 1 + 二 .由 此 我 们 得 y = 1+ .= 2+ 二 .如 此 继续 ,我 

们 即 得 出 分 数 这 是 连 分 数 的 一 种 特殊 型 式 ; 它 呀 作 简单 连 分 数 ， 

因为 其 所 有 的 分 子 都 是 一 ,又 叫 作 循环 连 分 数 ,因为 其 分 母 都 是 
重复 的 数 . 

如 果 在 一 个 连 分 数 中 ,我 们 只 取 其 一 个 元 素 ,两 个 元 察 ,三 
个 等 等 ,我 们 即 得 出 一 组 有 理 近 似 值 ,这 些 近 似 值 ,我 们 称 之 为 
和 这 分 类 在 /的 情形 中 ， 其 渐 近 分 数 是 ， 

并 全， 1 -一 12 122 170 a 
1 12” 29” 70’ 169’ 

有 了 两 个 特点 使 连 分 数 特别 有 份 值 .第 一 点 , 凡 简 单 连 分 数 必 

定 是 收效 的 ,第 二 点 , 它 有 一 种 振动 的 性 质 .实际 上 ,我 们 可 将 斯 


一 了 3 和 0 一 


1 ， 1 


近 分 数 分 为 两 组 :一 组 取 第 一 ,第 三 ,第 五 等 项 ; 另 一 组 取 第 二 ， 


第 四 ,第 六 等 项 .在 v2 的 情形 中 ,我 们 得 到 两 个 渐 近 序列 ; 


1 ,5 ,29,169 
2 12' 70 408’ 


第 一 个 序列 逐 汤 增加 而 以 Y2 为 上 限 , 另 一 个 则 逐渐 减少 而 以 v1 
为 下 限 .这 种 振动 的 特性 使 连 分 数 在 计算 精确 的 近似 值 时 ,格外 
有 价值 .因为 在 任 一 个 渐 近 分 数 上 停 下 来 时 ,由 省 略 而 生 的 差 误 
很 容易 估计 出 来 . 

18 世纪 , 欧 拉 证 明了 凡是 二 次 方 的 无 理 数 必 可 用 一 个 简单 
人 循环 连 分 教 来 表示 ;不 久 , 控 格 朗 日 证 明 其 逆 也 是 正确 的 , 即 凡 
是 这 样 的 循环 过 分 数 必 代表 一 个 二 次 方程 式 的 禄 .于 是 循环 连 
分 数 在 二 次 方程 式 上 所 占 的 地 位 ,也 就 和 循环 小 数 在 一 次 方程 
式 上 所 占 的 地 位 相同 了 器. 
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我 们 对 于 ,3 所 建立 的 办 法 可 以 应 用 于 任何 方程 式 上 ,所 以 ， 
大 多 数 一 般 方程 式 的 实数 解 当 可 用 一 个 连 分 数 来 表示 .但 是 ,只 
有 在 二 次 方程 式 的 场合 下 ,这 连 分 数 才 蚌 循环 的 .我 们 起 初 也 许 
会 觉得 , 连 分 数 只 适用 于 代数 运算 .如 果 这 样 ,我 们 就 可 以 得 到 
一 个 区 分 代数 无 理 数 和 超越 无 理 数 的 准则 了 ,就 连 分 数 的 代数 
来 源 对 其 元 素 的 大 小 数量 有 某 些 限 制 而 言 ,上 述 看 法 是 一 桩 事 
实 ;事实 上 ,就 是 这 种 限制 才 使 柳 维 勒 发 现 了 非 代数 数 的 存在 ， 
但 是 , 除 此 以 外 ,代数 的 办 法 ,不 论 是 对 连 分 数 ,或 (就 我 们 所 知 ) 
对 于 任何 其 他 形式 的 序列 ,都 并 不 占有 什么 特殊 地 位 .也 就 是 因 
为 无 限 算法 对 于 代数 有 着 这 种 明显 的 “无 区 别 ", 才 使 得 研究 超 


中 参看 附录 23: 论 连 分 数 ， 
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[157] 
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越 数理 论 遭 到 巨大 的 困难 . 

因此 , 举 倒 来 说 ,超越 数 x 和 e 可 以 表示 成 相当 深 亮 的 连 
分 数 的 型 式 , 读 者 请 翻阅 本 章 末 尾 的 表 便 可 见 到 . 

将 x 展开 成 一 个 连 分 数 ,这 是 兰 怕 特 在 1761 年 发 现 的 , 它 
有 很 大 的 历 忠 上 的 重要 性 .这 个 分 数 的 不 循环 性 也 就 断然 地 证 
明了 ;x 不 能 是 含有 有 理 系 数 的 二 次 方程 式 的 一 个 根 .这 意味 
著 : 回 不 能 单 用 直 尺 和 圆规 使 之 变 成 正方 . 我 说 意味 着 ,而 不 说 
证 明 ,因为 r 仍然 可 以 是 仅 含有 二 次 方 无 理 系数 的 二 次 方程 式 
的 根 ,在 这 种 情况 下 ,这 个 连 分 数 也 是 不 循环 的 ,然而 可 能 用 直 
尺 ~ 圆规 的 方法 作出 . 
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在 简单 连 分 数 和 无 限 位 的 小 数 之 间 , 有 明显 的 相似 之 处 .第 
一 ,这 两 种 类 型 的 序列 都 是 收 伍 的 ,就 是 说 , 连 分 数 里 面 的 次 第 
相继 的 分 子 和 小 数 中 次 第 相继 的 各 位 数字 ,不 论 依 照 什么 样 的 
随机 规律 ,它们 总 是 代表 一 个 实数 .第 二 , 若 其 次 第 相继 的 法 则 
是 循环 的 , 则 该 小 数 代表 一 个 有 理 数 , 而 循环 连 分 数 则 代表 一 个 
二 次 方 的 无 理 数 ,就 是 说 ,a + v2 的 形式 的 数 ,这 里 ,a 和 4 都 是 
有 理 数 .最 后 , 凡 实数 总 可 以 用 小 数 或 是 连 分 数 的 形式 来 表示 ， 
但 得 把 普通 的 分 数 都 看 作 连 分 数 的 一 个 特例 . 

这 些 性 质 使 这 两 种 算法 特别 适宜 被 选择 出 来 代表 实数 .无 限 算 
法 的 历史 还 围绕 着 另 一 种 算法 展开 ,其 范围 更 为 普遍 ,同时 也 因为 
其 极 大 的 普遍 性 和 含糊 性 , 便 引起 了 若干 怪异 的 、 停 论 性 的 结果 ， 

这 个 算法 的 起 源 无 疑 是 来 自 几何 级 数 ,我 们 车 从 芝 诺 的 论 
政 看 来 , 它 已 旱 为 古人 所 知 了 . 当 我 们 仅 限 于 正 几 何 级 数 时 ,我 
们 看 到 , 若 其 公 比 小 于 一 , 则 级 数 为 收 敏 ,否则 便 为 发 散 .这 个 结 
果 马 上 可 以 推广 到 交错 几何 级 数 上 去 , 亦 即 其 公 比 为 复数 的 场 
合 . 者 此 公 比 是 一 个 真 分 数 , 则 交错 几何 级 数 也 是 收 伊 的 ,否则 
便 为 发 散 . 然而 , 若 当 公 比 恰 好 是 -~ 1 的 时 候 , 便 发 生 一 个 有 趣 
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的 情况 . 该 级 数 变 成 下 列 的 形式 ; 
外 一 不 十 下 一 让 十 帮 一 让 十 全 一 全 十 
我 们 今天 说 这 个 级 数 是 发 散 的 , 量 则 其 总 和 永远 不 会 超过 a. 实 
际 上 这 个 级 数 可 以 翻译 成 下 面 的 序列 : 
:0:G ai:0.a 0 

面 这 个 序列 并 没有 一 个 确定 的 极限 .可 是 莱 布 尼 茨 却 另 有 看 法 . 
他 主张 a 和 0 这 两 个 极限 都 有 相等 的 可 能 性 ,而 且 主 张 其 总 和 
趋 近 于 其 平均 信访 a 作为 极限 

荣 布 尼 获 讨论 级 数 的 著作 返 至 17 世纪 方才 出 现 , 它 是 研究 
这 个 论题 的 最 早 革 作 之 一 .这 种 级 数 的 旦 期 历史 有 一 个 特征 ; 即 
现在 认为 是 很 基本 的 级 数 的 收 伍 或 发 散 癌 题 ,当时 却 多 少 被 忽 
视 了 .所 以 ,例如 ,当时 人 们 大 部 相信 , 如果 产 生 某 一 级 数 的 庄 列 
是 渐 逝 的 , 则 该 级 数 必 定 收 化 .我 们 可 以 看 到 ,这 对 几何 级 数 是 
真实 的 ,而 且 这 无 疑 地 就 是 这 个 远 播 奸 方 的 错误 的 发 源 点 ,一 直 
到 雅克 伯 努 利 关于 无 限 级 数 的 著作 往 1713 年 出 版 之 后 ,对 这 
个 问题 才 得 到 一 个 清晰 的 看 法 .该 著作 中 举 出 了 调和 级 数 为 例 : 

1+ 二 + 二 + 二 + 二 + 二 + “1 

产生 这 级 数 的 序列 是 渐 灭 的 ,所 以 通常 相信 这 个 级 数 是 收 合 的 . 
然而 伯 努 利 在 他 的 书 中 有 一 个 证 明 ( 是 他 的 兄弟 约翰 作 的 ) ,证 
实 了 这 个 级 数 缓慢 地 然而 确实 地 为 发 散 的 . 
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伯 努 利 的 著作 指出 了 建立 收 务 性 的 判别 准则 的 必要 性 , 其 
普遍 项 , 即 产 生 级 数 的 序列 的 渐 逝 性 , 当然 是 一 个 必要 的 条 件 ， 
但 它 一 般 地 是 不 充分 的 .充分 的 条 件 是 达 兰 贝尔 .马克 劳 林 
{Maclaurin) . 柯 西 . 阿 贝尔 和 其 他 很 多 数学 家 所 建立 的 . 我 不 打 
算 详 细 讨论 这 个 题目 ,因为 它 超出 了 我 的 一 般 旧 的 .但 我 要 指 
出 ,确认 一 个 级 数 是 否 收 伍 , 即 使 是 在 今 丘 在 某 些 情况 下 ,也 还 
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[L159] 


[160] 


是 颇 为 蒜 手 的 . 

然而 ,存在 着 一 个 特别 类 型 的 级 数 ,这 在 早期 历史 上 是 一 桂 
引起 相当 大 的 兴趣 的 事 . 在 该 例 中 ,其 普通 项 的 渐 逝 性 的 确 是 其 
收敛 性 的 判别 准则 .这 就 是 所 谓 交 独 级 数 ,其 典型 形式 为 : 


i 1 1 1 1 1 ... 
1- T+3-4+$-6+7- 


这 个 级 数 收 人 误 于 数字 2 的 所 谓 自 然 对 数 吕 ,其 近似 值 是 0.693. 
而 这 个 级 数 的 绝对 值 便 是 调和 级 数 
14+ 工 + 工 工 . 工 ，.,. 
2 3 4 5 ’ 
如 我 们 说 过 的 , 它 是 发 散 的 ， 

我 所 以 提起 这 个 类 型 的 级 数 的 理由 ,是 因为 它 应 该 负 一 些 
混乱 事故 之 符 . 在 17 和 48 世纪 ,对 于 级 数 一 般 都 是 不 把 它们 看 
作 序列 的 特殊 类 型 ,而 看 作 无 限 多 个 项 的 和 .于 是 自然 赋予 这 个 
“加 法 "以 有 理 运 算 的 性 质 , 即 可 交 搞 性 和 可 结合 性 .因此 人 们 就 
认为 :既然 总 和 与 各 项 的 排列 次 序 无 关 , 便 无 妨 把 其 中 各 项 随意 
重新 排列 了 ， 

在 1848 年 , 狄 黎 克 雷 证 明了 在 一 切 项 都 是 正 数 的 收 伍 级 数 
中 ,情形 确 是 如 此 .但 是 ,若是 这 级 数 有 负数 项 时 , 则 可 能 出 现 两 
种 情形 :假若 这 级 数 是 绝对 收效 的 ,就 是 说 ,各 项 的 绝对 值 形成 
的 级 数 是 收 全 的 , 则 交 撞 律 和 结合 律 的 确 能 够 成 立 ; 但 若 这 级 数 
只 是 有 条 件 地 收效 的 ,就 是 说 ,其 正 数 项 所 成 的 级 数 是 发 散 的 ， 
则 这 些 性 质 就 土 骨 瓦解 了 ;事实 上 , 若 适 当地 重新 排列 各 项 , 那 
就 可 以 证 明 其 总 和 等 于 任意 数 . 

这 就 无 怪 乎 在 狄 黎 克 电 之 前 ,在 处 理 级 数 时 ,特别 是 对 处 理 


中 ”一 个 数字 4 的 自然 对 数 等 于 下 式 
er 二 = logd 
中 的 指数 * ,此 处 的 。 是 前 面 一 再 提 及 的 超越 数 . 其 近似 值 为 
es 二 2.718 28. 
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我 们 称 之 为 有 条 件 地 收敛 的 级 数 时 ,会 得 出 这 么 多 的 古怪 结果 [161] 
了 .调和 级 数 就 是 历史 上 的 一 个 例子 .我 们 若 以 x 表示 其 奇数 
项 的 “和 " ,以 y 表示 其 偶数 项 的 和 ”, 则 我 们 可 写作 : 

y=1+ 立 + 十 + 二 + 下 = 二 (1+ ; + 二 + + 十 +. 
由 此 ,我 们 可 以 粗心 地 得 出 


y = 二 (x+y)， 或 十 * = 二 y， 或 x-y=0， 


得 到 的 荒唐 结果 是 :交错 调和 级 数 收 伍 于 零 , 实 际 上 ,这 个 级 数 
是 以 2 的 自然 对 数 作为 它 的 极限 的 . 
这 些 讨论 在 今天 看 来 虽然 显得 很 荡 雇 ,可 是 在 18 世纪 初 
期 ,甚至 到 19 世纪 的 早期 , 却 是 十 分 普通 的 .所 以 直到 1828 年 ， 
阿 贝尔 写 信 给 他 以 前 的 老师 霍 姆 波 (Holmboe) 时 ,还 诉苦 道 : 
“发 数 级 数 真 是 魔鬼 的 发 明 , 如 果 根 据 它们 来 作 任 何 证 
明 ,简直 是 一 种 憾事 .通过 使 用 它们 ,人 们 就 可 以 得 出 任何 
他 所 喜欢 的 结果 ,这 就 是 这 些 级 数 所 以 产生 出 这 么 多 的 课 
误 和 这 么 多 的 悖 论 的 原故 ,…'…! 我 对 所 有 这 些 情 况 已 经 加 以 
极 大 的 注意 ,因为 除了 几何 级 数 之 外 ,在 数学 的 任何 场合 ， 
还 找 不 出 一 个 其 总 和 已 经 严格 确定 了 的 无 限 级 数 . 换 旬 话 
说 ,在 数学 上 最 重要 的 东西 同时 也 就 是 最 欠缺 根据 的 东西 . 
这 些 东 西 中 的 大 多 数 , 虽 则 特别 古怪 , 却 都 是 正确 的 ,我 正 
在 寻找 其 理由 ,这 是 一 个 十 分 有 趣 的 问题 -” 
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阿 贝尔 的 信 已 经 表现 了 新 的 精神 .这 是 一 个 新 时 代 的 黎明 ， 
数学 上 的 批判 时 代 的 黎明 .从 文艺 复兴 开始 以 来 占 统治 地 位 的 
朴素 态度 达到 了 穷 途 未 路 的 地 步 . 在 数学 科学 的 各 个 领域 中 取 


全 ”原文 如 此 .应 作 》 =0+ 十 + 二 + 二 + .… .一 评 者 
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[162] 得 了 赫赫 惊人 的 战果 ;现在 必需 把 这 些 战 果 组 成 系统 ,特别 需要 


[163] 


的 是 精细 考察 这 些 系 统 得 以 立 是 的 基础 . 


讲述 柯 西 和 阿 贝尔 以 来 无 限 等 法 的 故事 ,也 就 等 于 讲述 近 
代 分 析 学 和 郴 数 论 的 故事 ,这 已 经 超出 我 们 的 范围 了 .但 是 这 里 
对 无 限 算法 的 早期 历史 的 素描 ,已 足以 表明 , 康 托 尔 的 无 理 数理 
论 ,不 过 是 历史 上 长 期 演变 的 累积 结果 墨 了 ,这 个 演变 起 于 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 的 危机 ,其 间 , 当 一 切 观 念 的 进步 被 阻挠 时 , 它 也 就 


被 暂时 阻挠 了 ,直到 文艺 复兴 时 期 , 才 又 重新 发 展 ， 


守 -乘积 的 极限 : 3 


生 : 7 人 


四 = 级 数 的 极限 : 1 二 地 二- 让 


上 
+ 广 - 表 :证 - 圳 ( 汪 -…。 


等 = 级 数 的 极限 :13( 二 二 (全 


天 = 连 分 数 的 极限 : 人 


纪 = 序 列 的 极限 : (1 二 (1 有 (11 十 六 
介 = 级 数 的 极限 ， ?+ 二 + 下 + 汉 + 本 tt 
儿 = 连 分 数 的 极限 : 
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时 


至 于 我 上 一 章 讲 的 分 析 学 的 情形 ,其 长 期 摸索 的 原动力 万 
是 一 种 信仰, 一 种 对 于 无 限 的 缉 对 性 的 盲目 信仰 .这 种 信件 最 后 
得 到 其 最 好 的 代表 :连续 统 的 新 理论 ,这 就 是 我 即将 要 讲 的 . 
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虽然 "是 "和 " 非 ” 都 有 准绳 ， 
“上 "与 “下 "也 有 逆 辑 来 规定 ， 
人 所 铀 测度 的 万 物 之 中 ， 
我 无 所 深 求 , 叭 举 一 一 金 构 . 


啊 , 但 是 我 的 算法 ,人 家 说 ， 
果 能 把 岁 时 校正 吗 ? 未 发， 
那 不 过 是 从 日 历 中 除去 了 
未 生 的 明天 和 已 死 的 昨日 ， 
一 一 奢 黑 -其 亚 庶 
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无 限 算法 的 有 效 性 之 承认 ,使 我 们 解脱 了 有 理 域 的 锋 隘 限 
制 ,并 县 获得 了 一 个 武器 ,来 对 有 理 算术 无 能 为 力 的 问题 展开 进 
攻 . 这 样 ,人 们 自然 要 问 : 我 们 现在 是 否 能 更 好 地 来 解决 建立 直 
线 上 的 点 和 数 域 中 的 数 之 间 的 完全 对 应 性 这 个 老 问 题 了 呢 ? 

我 们 知道 有 理 算术 是 不 能 解决 这 个 问题 的 .然而 ,一 般 的 算 
术 , 即 实数 的 算术 ,在 这 方面 是 否 处 境 较 好 ,还 是 一 个 疑问 : 线 上 
有 些 点 曾 避 开 了 有 理 的 表示 法 ,它们 到 底 能 否 都 在 一 般 算术 的 
领域 中 系统 地 表述 出 来 呢 ? 曾经 引起 了 早先 的 危机 而 迫使 算术 
修正 其 基础 的 那个 古老 的 问题 ,现在 又 以 一 种 新 的 和 更 普遍 的 
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形式 重新 出 现 了 : 

任 一 实数 是 否 均 能 用 直线 上 的 一 点 表示 出 呢 ? 对 直线 上 的 
任 一 点 是 否 均 能 指定 一 个 实数 呢 ? 

如 果 答 案 是 肯定 的 ,那么 在 以 实数 域 为 一 方 和 以 点 的 集合 为 
另 一 方 之 局, 就 有 了 一 个 完全 而 且 可 逆 的 对 应 了 . 如 果 有 这 种 对 
应 ,我 们 就 可 以 放心 地 用 几何 的 直 党 语言 来 表述 算术 的 问题 .如 
果 有 这 种 对 应 ,我 们 就 可 以 使 几何 问题 具有 算术 解析 的 全 部 力量 
和 精确 性 ,就 可 以 把 它们 都 归结 为 数 和 量 的 问题 .由 此 可 见 , 这 个 
问题 何等 重要 ,又 有 多 少 问题 的 解决 有 赖 于 对 这 个 问题 的 回答 
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要 理解 这 个 问题 的 现代 答案 ,我 们 必须 对 两 种 集合 的 本 质 
分 别 子 以 探究 ,这 两 种 集合 是 :实数 域 和 直线 上 的 点 - 

关于 实数 域 ,我 们 知道 ; 

第 一 ,实数 域 是 良 序 的 ;对 于 两 个 任意 的 实数 a 和 ,我们 
总 能 说 出 训 大 康 小 .再 者 ,车 a 大 于 5,6 大 于 ,那么 a 也 就 大 
于 <¢. 总 而 育 之 ,我 们 可 以 用 一 种 心理 的 动作 而 将 实数 的 任何 无 
限 集合 , 依 其 大 小 的 次 序 排列 出 来 ,我 们 更 可 进一步 想象 所 有 实 
数 已 经 如 此 排 定 . 这 就 是 我 们 说 的 实数 集合 为 良 序 的 意思 . 

第 二 ,这 个 域 既 没有 第 一 数 也 没有 最 末 一 数 : 不 论 一 个 多 么 
大 的 正 实数 ,仍然 还 有 一 个 比 它 更 大 ;不 论 一 个 多 么 小 的 负数 ， 
也 还 有 一 个 比 它 更 小 .这 一 点 ,我 们 的 说 法 是 实 域 自负 无 限 大 伸 
展 到 正 无 限 大 ， 

第 三 ,在 实数 中 ,可 以 找到 一 切 有 理 数 .有 理 域 不 过 是 更 为 
广大 的 实 域 中 的 一 个 于 域 罢了 . 

第 四 ,实数 的 集合 是 处 处 桐 密 的 .任何 两 个 实数 不 论 其 区 问 
是 多 么 小 ,中 间 总 可 以 插入 无 限 个 其 他 实数 ， 

据 此 而 言 , 岂 不 就 可 以 说 实数 域 是 无 所 不 包 的 吗 ? 是 的 ,如 
果 我 们 不 是 在 与 有 理 数 打交道 时 有 过 经 验 , 我 们 大 概 会 毫 不 狂 
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凉 地 一 口 肯定 了 ;因为 ,不 要 忘记 ,我 们 前 面 对 实 域 所 述 的 一 切 ， 
对 有 理 数 同样 适用 .可 是 ,虽然 有 理 数 具有 严密 的 构造 ,我 们 却 
发 现 它 * 满 是 空隙 "了 . 谁 能 担保 无 理 数 和 超越 数 就 完全 境 满 了 
这 些 空隙 呢 ? 一 一 谁 又 敢 担保 在 将 来 ,也许 是 不 久 的 将 来 ,不 会 
发 现 新 的 方法 ,这 种 方法 通过 创造 新 的 数学 实体 而 暴露 出 { 这 次 
是 在 实数 域 中 ) 新 的 空隙 呢 ? 
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要 回答 这 个 问题 , 康 托 尔 闭 手 榨 究 了 有 理 域 和 实 域 的 根本 
相 异 之 点 . 

有 理 数 的 集合 ,虽然 是 自序 的 ,稠密 的 ,但 是 是 不 完备 的 .其 
所 以 不 完备 ,是 因为 它 对 于 无 限 算法 不 是 闭会 的 .其 所 以 对 于 无 
限 算 法 不 闭合 (无 理 数 之 存在 即 证 明 此 点 ), 是 因为 有 无 限 多 的 
有 理 序列 ,虽然 收敛 ,可 是 没有 有 理 数 为 其 极限 .总 而 言 之 ,有 理 
数 的 集合 所 以 不 完备 者 ,因为 它 不 能 包含 其 本 身 的 全 部 极限 值 ， 

然而 ,实数 集合 不 但 是 良 序 的 .稠密 的 ,而 且 是 完备 的 .其 所 
以 是 完备 的 ,是 因为 它 对 于 一 翅 无 限 算法 均 为 阅 售 的 .一 个 实数 
的 无 限 序 列 ,如 果 收 敏 , 必 表示 一 实数 ;因为 这 样 的 一 个 无 限 序 
列 , 若 其 本 身 不 是 有 理 数 所 组 成 , 必 可 用 另 一 有 理 序列 代 之 ,后 
者 必 向 周一 极限 收敛 ,这 个 极限 依 定 义 即 为 一 实数 ,实数 的 集合 
包括 了 其 本 身 的 全 部 极限 值 ,因为 这 个 理由 , 它 就 是 完备 的 了 . 

因此 ,每 一 个 紧密 集合 不 一 定 是 完备 的 ,这 在 分 析 有 理 城 时 
可 以 看 出 :但 是 每 一 个 完备 全 会 都 是 紧密 的 ,如 康 托 尔 所 证 .车 
一 个 集合 既是 良 序 的 且 又 是 完备 的 , 康 托 尔 名 之 日 连续 统 . 实 数 
域 成 一 连续 统 , 即 算术 连续 统 .反之 ,有 理 数 域 因为 不 完备 ,所 以 
不 成 为 连续 统 . 
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因此 要 用 一 句 话 来 周密 无 中 地 描述 实数 域 ,就 是 说 此 域 为 


一 连续 统 , 即 康 托 尔 所 定义 的 连续 统 . 我 们 业已 看 到 ,连续 统 、 连 


续 的 .连续 性 诸 词 早 在 精密 科学 起 源 仇 始 之 时 就 已 经 在 使 用 了 
从 无 法 查考 的 让 古 以 来 ,连续 的 一 词 就 已 经 应 用 于 空间 .时 间 和 和 
运动 上 了 ,其 含义 不 其 明确 ,大 体 上 是 不 间断 的 、 其 极 小 部 分 与 
其 整体 具有 相同 性 质 的 .一 一 联系 着 的 ,总 之 ,连续 的 ! 你 不 明 
和 白 吗 ? 它 就 是 为 直觉 所 感知 的 .意义 含糊 松懈 的 那 种 概念 之 一 ; 
而 且 若 企图 将 它 形 成 明确 的 定义 ,结果 常 是 一 名 不 耐烦 的 话 ; 
“ 算 了 吧 ,阁下 反正 懂得 我 的 意思 了 ! 

具有 上 述 诸 性 质 的 一 切 观念 中 之 最 典型 者 就 是 线 ,特别 是 
直线 ,在 我 们 的 心目 中 , 它 十 是 地 具有 这 种 连续 性 .因此 如 果 我 
们 要 得 出 直线 和 实 域 间 的 完全 而 且 可 逆 的 对 应 ,我 们 必须 能 够 
确信 ,在 我 们 赋 于 直线 的 直观 的 连续 性 与 康 托 尔 所 定义 的 实数 
之 明晰 而 且 科 学 地 形成 的 连续 性 之 间 没 有 什么 显 见 的 了 矛盾 . 


S 


如 果 让 我 尽力 将 我 所 说 的 连续 的 一 词 作 粗 咯 的 描述 ,不 必 
把 我 们 直观 的 连续 性 精确 地 表述 出 来 ,那么 我 会 自 言 自 语 道 ; 

“时 间 乃 是 万 物 的 真 诠 .因为 时 间 爷 爷 不 知 跳 越 ,所 以 自然 
奶奶 不 作 跳 越 .我 们 绝 不 能 想象 出 时 间 有 所 中 断 ,所 以 自然 界 就 
不 能 有 突然 生出 的 东西 .时 间 顺 流 而 去 ,在 它 的 流逝 中 载 着 一 切 
可 以 想象 的 事物 .” 

所 以 不 论 我 们 想 要 描述 何 种 现象 的 连续 性 ,都 不 免 (甚至 好 
像 是 不 自觉 地 ) 乞 灵 于 时 间 的 连续 性 . 线 在 我 们 看 来 是 一 切 连续 
事物 的 典型 ,因为 我 们 想象 它 是 由 一 个 连续 的 推 萝 所 产生 的 , 因 
为 在 我 们 心中 , 它 不 过 是 时 间 之 流 在 假想 冻结 时 的 具体 代表 时 
了 @. 

对 于 其 他 现象 也 是 如 此 .我 们 的 心灵 不 敢 接受 突然 自生 的 


中 ”参看 附录 20. 
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[168] 


[169] 


东西 ;就 为 了 这 一 点 ,所 以 科学 理论 总 是 紧 紧 地 依附 于 进化 .不 
管 是 宇宙 起 源 学 说 还 是 生命 学 说 ,或 是 社会 学 的 很 说 ,到 处 都 可 
以 见 到 对 于 剧变 前 忌讳 .我 们 无 论 如 何不 愿 承 认 突 变 、 革 命 、 突 
然 生成 和 偶然 发 现 等 是 宇宙 史 或 种 族 忠 上 上 丰 统治 地 位 的 因素 . 

正如 进化 给 我 们 一 幅 关 于 我 们 过 去 的 平滑 图 象 一 样 ,因果 
论 将 一 切 现 象 些 连 于 一 根 连 续 的 链条 上 ,保卫 着 我 们 的 未 来 不 
致 受到 宽 发 的 于 扰 和 混沌 的 束 怖 ,连续 性 和 因果 人 性 这 两 种 含糊 
观念 是 密切 关联 的 ,常常 彼此 互相 乞 灵 ,互相 扶持 .所 以 无怪 乎 
我 们 对 于 宇宙 连续 性 的 信仰 和 对 于 事物 间 因 果 相 连 的 信念, 二 
者 都 不 过 是 我 们 称 之 为 时 间 的 这 种 原始 直觉 的 两 个 方面 而 已 . 
因此 ,一 方面 ,我 们 有 信念 :Natora non facit saltms( 自然 罚没 有 飞 
跃 ), 另 一 方面 ,我 们 涌 起 了 幻想 :post hoc, ergo propter hoc( 后 于 
此 ,所 以 由 于 此 ). 
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在 这 里 ,我 体会 到 了 我 们 物理 概念 所 依据 的 几何 直觉 和 算 
术 的 逻辑 之 间 的 冲突 的 发 生 . 宇 害 的 和 声学 只 知道 一 种 乐 式 
连 音 (legato); 而 数 的 交响 乐 了 又 只 知道 其 反面 一 一 断 音 
{staccato) .调和 这 个 分 歧 的 一 切 尝 试 ,都 是 寄 希 望 于 断 音 的 加 
速 会 在 我 们 听觉 上 显得 好 像 是 连 音 一 样 .然而 我 们 的 理智 总 是 
把 这 类 企图 标 为 骗术 ,把 这 类 理论 当 作 一 种 侮 竖 而 拒绝 ,把 它 看 
作 试 图 证 黑 为 白 的 形而上学 

然而 这 种 反对 也 是 枉然 .人 类 想 要 飞 滤 我 们 时 间 概 念 的 连 
续 性 和 数 的 结构 的 内 在 不 连续 性 之 间 的 鸿沟 ,不 得 不 再 次 乞 灵 
于 其 心灵 的 能 力 :“ 若 一 种 动作 曾 为 可 能 , 则 心灵 本 身 自 会 想象 
其 能 重演 以 至 于 无 穷 " .这 就 是 无 限 的 历史 角色 ;这 就 是 长 久 以 
来 连续 统 问 题 和 无 限 问题 都 处 于 进退 维 谷 之 境 的 原因 .这 种 长 
时 期 的 调整 过 程 ,现在 在 康 托 尔 的 理论 中 达到 了 顶峰 .在 这 里 ， 
每 一 个 数 被 看 作 一 串 无 限 跳动 的 最 后 目标 ,而 连续 统 则 被 视 为 
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不 但 包含 一 切 可 能 的 国定 位 置 ,而 且 包 含 一 切 可 能 的 目标 .这 是 
一 种 超 等 的 断 音 理论 ;可 是 它 也 选 不 出 时 间 的 统治 , 它 只 是 自己 【170] 
适应 于 这 种 统治 而 心满意足 地 将 时 间 之 流 看 成 一 率 无 限 的 节 
拍 猛 烈 加 速 的 振动 轴 了 . 
心灵 反抗 这 种 统治 ,心灵 所 需要 的 是 一 种 处 受 几 何 和 力学 
的 外 来 影响 的 数 的 理论 .于 是 历史 上 叉 见 到 一 种 姿态 :这 就 是 以 
一 种 新 的 无 理 数 理论 的 形式 出 现 的 .以 其 作者 的 和 名字 为 名 的 狭 
德 金 1Richard Dedekind) 理 论 . 


了 


狄 德 金 概念 的 精 敌 可 于 下 面 的 几 段 引文 中 见 到 ,这 几 段 是 

从 他 的 划时代 论文 《连续 性 与 无 理 数 》 中 引出 的 ,此 文 发 表 于 
1872 年 ,是 在 康 托 尔 关于 同一 问题 的 许多 论文 印行 的 前 十 年 : 

“直线 上 的 点 的 个 体 比 之 有 理 数 城中 的 数 的 个 体 要 站 


“所 以 想 用 算术 的 方法 以 探求 直线 具有 的 诸 现象 ,我 们 
发 现 有 理 数 域 是 不 够 用 的 .如 果 数 域 需要 具有 加 直线 那样 
的 完备 性 ,或 者 如 现在 所 说 ,具有 那样 的 连续 性 , 则 绝对 直 
村 创造 出 一 种 新 数 以 改进 此 种 工具 .…… 

“车 把 直线 看 作 具 有 完备 性 无 空 孙 .连续 性 诸 性 质 ; 则 
有 理 数 域 和 直线 比较 起 来 , 即 可 发 现 前 者 有 空隙 ,有 菜 种 不 
完备 或 不 连续 了 .然而 直线 的 这 种 连续 性 在 什么 地 方 呢 ? 
一 切 事情 都 视 这 问题 的 回答 和 而 定 , 也 只 有 通过 这 个 回答 , 才 
可 以 得 出 一 切 连 续 城 的 研究 的 科学 基础 .说 最 小 部 分 具有 
不 间断 的 连结 这 种 含糊 的 话 , 显 然 是 得 不 出 什么 东西 的 ; 问 
着 在 于 要 指明 连续 性 可 以 作为 合理 演绎 的 根据 的 明晰 特 
点 .多 年 以 来 ,我 苦 思 这 个 问题 而 不 得 结果 ,但 最 后 却 寻 出 
了 我 所 妃 求 的 东西 .对 于 这 个 发 现 ,也许 不 同 的 人 会 给 予 不 
同 的 评价 ;大 多 数 人 可 能 认为 这 个 想 头 非常 一 般 .内 容 大 概 [171] 


一 143 一 


如 下 :在 前 节 中 ,我 们 已 经 注意 到 了 直线 上 的 每 一 点 都 将 直 
线 划 分 为 两 个 部 分 ,其 中 一 部 分 的 所 有 点 都 在 另 一 部 分 的 
所 有 点 的 左 这 .我 发 现 ,连续 性 的 精 精 在 其 进 命题 中 , 即 在 
如 下 原则 中 : 

“如 果 直 线 上 所 有 的 点 分 成 两 组 ,使 一 组 中 的 每 一 点 都 
在 它 组 中 每 一 点 之 左 , 那 么 ,存在 唯一 的 一 点 , 它 将 线 上 的 
一 切 点 划分 为 这 样 西 组 ,也 就 把 直线 着 成 两 个 部 分 . 

“如 前 所 述 , 我 起 ,假若 我 估计 每 人 都 会 马上 承认 这 个 
陈述 的 正确 性 ,这 个 估计 是 不 会 错 的 ;不 但 如 此 ,大 部 分 恋 
者 对 用 这 种 极 一 般 的 说 法 来 揭示 连续 性 的 秘密 ,都 会 觉得 
十 分 失望 .对 此 ,我 可 以 说 ,我 很 高 兴 人 人 都 觉得 这 个 原则 
基 那 么 显而易见 ,又 和 他 自己 的 直线 观念 那么 谐 和 :因为 我 
实在 不 能 举 出 企 何 方法 来 证 明 其 正确 性 ,别人 也 是 没有 这 
个 能 耐 的 .直线 之 具有 这 种 性 质 的 假定 ,实在 就 是 一 个 赋予 
直线 以 连续 性 的 公理 ,我 们 据 之 议定 义 坦 线 的 连续 性 ,如果 
空间 有 一 种 真实 的 存在 , 它 并 非 天 然 地 是 连续 的 ;如 果 它 是 
不 连续 的 , 它 的 许多 种 性 质 会 照样 不 毫 .又 如 果 我 们 确 知 空 
间 是 不 连续 的 , 谁 也 趟 能 禁止 我 们 当 汞 要 时 在 思想 中 填 满 
其 空隙 使 之 成 为 连续 的 ;这 种 填 阶 就 在 于 创造 新 的 点 之 个 
体 ,这 就 要 依 腿 上 述 原 理 实行 之 .” 


我 们 且 来 分 析 狭 德 金 的 原则 .和 康 托 尔 -一 样 , 犹 德 金 也 用 有 
理 数 域 作 出 发 点 .不 过 ,他 不 将 实数 看 作 一 个 收 仇 的 有 理 数 序 
列 , 而 是 看 作用 心灵 划分 有 理 数 时 所 产生 的 东西 ,这 种 特别 的 划 
[172] 分 法 ,他 称 之 为 Schnit ,译作 狱 德 金 分 划 法 中 . 


名” 德 文 Sehnitt 这 个 字 , 英 文 有 种 种 译 法 ,如 eut，split，section，par- 
tition 等 ,本 书 作者 取 partition, 帮 此 译作 “分 划 法 ”. 译 者 


这 种 分 划 法 是 狄 德 金 用 以 定义 线 的 连续 性 概念 的 通 肖 的 复 
制品 .正如 直线 上 任 一 点 都 划分 此 线 为 两 邻接 而 非 重 玖 的 部 分 
一 样 ,每 一 个 实数 都 能 划分 所 有 有 理 数 为 两 组 ,两 组 没有 公共 的 
元 素 ,而 合 起 来 则 包括 有 理 数 域 的 一 切 数 ， 

反之 , 任 一 方程 坛 , 任 一 分 组 法 , 任 一 程序 ,只 要 能 将 有 理 数 
域 这 样 地 划分 , 它 就 被 认为 是 一 个 事实 上 的 数 , 依 定义 , 它 是 一 
个 实数 ,是 新 数 域 的 一 员 . 

有 理 数 不 过 是 这 个 广大 数 域 中 的 一 部 分 ,因为 每 一 个 个 别 
的 有 理 数 都 可 看 作 是 一 种 这 样 的 分 组 法 .事实 上 ,对 于 任 一 个 已 
知 的 有 理 数 , 例 如 2, 我 们 都 能 将 一 切 有 理 数 分 为 两 组 :小 于 2 
或 等 于 2 的 列 入 下 组 ; 太 于 2 的 列 入 上 组 .两 组 中 没有 公共 的 元 
案 , 而 两 组 合 起 来 就 穷尽 了 有 理 数 集合 的 全 体 .有 理 数 2 可 以 当 
作 一 种 分 划 来 看 ,因此 它 是 一 个 实数 . 

然而 这 个 影响 甚 远 的 原则 的 潜在 力量 ,显然 不 是 上 面 这 种 
微不足道 的 有 理 分 旭 法 所 能 完全 体现 出 来 的 . 警 如 说 , 谁 也 不 能 
禁止 我 们 将 一 切 有 理 数 划分 为 两 组 ,其 平方 小 于 或 等 于 一 个 已 
知 有 理 数 ,例如 2 者 为 一 组 ,大 于 2 者 则 为 男 一 组 .这 两 组 是 互 
不 相 容 的 ,与 上 例 相 同 ;与 上 例 相 同 之 处 的 还 有 ,两 组 合 起 来 就 
包括 了 所 有 的 有 理 数 .这 种 分 划 法 也 规定 出 一 个 实数 ,就 是 我 们 
的 老 朋友 2. 

另 一 方面 ,有理数 和 无 理 数 虽然 都 可 用 分 划 法 表示 ,但 是 采 
取 有 理 数 作 基础 却 不 是 没有 原因 的 ,因为 有 理 分 划 和 无 理 分 划 
之 间 有 一 个 根本 的 区 别 . 产 生 有 理 分 划 的 数 本 身 是 属于 下 组 的 : 
犹如 一 位 政治 察 分 裂 一 政党 ,自己 参加 了 左 虽 .产生 无 理 分 划 的 
数 则 完全 是 党 外 的 :犹如 一 个 妾 论 使 政 党 分 型 ,争论 本 身 却 既 不 
属于 左翼 ,也 不 属于 右 丑 .这 也 正如 这 里 的 无 理 数 ,虽然 它 菩 起 
了 分 划 , 它 孝 既 不 属于 下 组 ,又 不 属于 上 组 . 换 句 话说 :在 有 理 分 
划 中 ,下 组 有 一 个 最 大 元 素 , 而 上 给 没有 最 小 元 素 ; 在 无 理 分 划 
中 ,下 组 既 没 有 最 大 元 率 , 上 组 也 没有 最 小 元 素 . 
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[173] 


[174] 


依照 犹 德 金 的 理论 ,这 是 区 分 有 理 数 与 无 理 数 这 两 种 类 型 
的 数 的 唯一 特点 :有 理 数 的 特点 在 于 它 属 于 一 组 ,而 无 理 数 的 特 
点 则 恰 在 于 它 不 属于 任何 一 组 . 
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要 证 明 狄 德 金 分 划 是 名 正言 顺 的 数 ,必须 证 明 它 们 能 满足 
固 本 头 则 的 各 项 条 件 . 上 节 所 说 已 足 证 明 其 满足 第 一 个 条 件 了 ， 
至 于 其 适合 于 其 他 条 件 , 也 能 极为 简单 而 又 完全 严密 地 加 以 证 
明 .等 级 判别 准则 ;运算 的 定义 ;这 些 运算 的 结合 性 .交换 法 .分 
配 性 的 证 明 等 等 一 一 都 正和 康 托 尔 理论 中 的 相应 命题 相当 ,我 
不 感 再 用 细节 来 麻烦 读者 了 . 

康 托 尔 理论 的 基本 定理 一 一 实数 域 对 于 无 限 算法 是 闭合 
的 一 一 在 犹 德 金 理论 中 相对 应 的 是 : 既 已 规定 了 实数 域 ,人 们 自 
然 会 再 问 , 若 继续 使 用 这 个 原则 ,是 否 又 会 使 数 域 得 到 推广 昵 ? 
换言之 ,设想 现在 用 分 划 法 来 把 所 有 实数 分 为 两 组 ,这 种 分 划 法 
会 不 会 产生 一 种 新 的 数量 而 不 在 实数 范围 以 内 呢 ? 管 案 是 否定 
的 ;任何 一 种 这 样 的 分 划 法 都 可 以 用 在 有 理 域 中 的 -一 种 分 划 法 
来 得 出 同样 结果 .所 以 有 理 域 中 的 一 切 分 划 法 的 集合 是 闭合 的 . 
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这 两 种 算术 连续 统 理论 的 完全 等 价 , 是 两 位 发 明 者 自己 也 
承认 的 .在 今天 看 来 ,其 间 若 有 相 争 之 处 ,也 只 是 历史 上 的 偶然 
播 曲 而 已 .有 理 域 的 每 一 个 分 划 法 ,都 有 一 个 无 限 序列 的 极限 信 
与 之 相当 : 反 这 来 ,每 一 个 无 限 序列 的 极限 值 也 正 可 以 用 来 当 作 
有 理 域 的 一 个 分 划 数 .一 方面 是 所 有 能 想 出 来 的 分 划 法 , 另 一 方 
面 是 所 有 有 理 序列 的 极限 值 ,它们 完全 一 致 ,不 过 是 同一 集 
合 一 一 算术 连续 统 的 两 种 叙述 方法 而 已 . 

的 确 , 从 形而上学 的 立场 看 来 ,这 似乎 是 令 人 非常 迷惑 的 . 
前 面 已 经 说 过 , 康 托 尔 的 理论 是 一 个 长 期 历史 过 程 的 最 终结 果 ， 


而 狄 德 金 的 分 划 法 却 是 一 种 大幅 而 首创 的 概念 . 康 托 尔 的 理论 
使 用 无 限 算法 来 产生 数 域 ;而 狄 德 金 在 其 实数 定义 中 却 一 点 儿 
也 没有 明显 地 使 用 过 无 限 这 个 字眼 ,其 他 如 趋 于 ,其 大 无 比 , 收 
你 ,极限 ,小 于 任何 给 定量 之 类 的 词 ,或 其 他 代用 词 ,都 从 来 没有 
明显 使 用 过 .还 有 , 康 托 尔 的 理论 显然 是 动态 的 :产生 出 极限 值 
的 方法 酷似 为 一 个 中 心 点 所 吸引 的 某 点 的 运动 . 狼 德 金 的 理论 
本 质 上 是 静态 的 ,除了 用 心 钨 的 能 力 按 照 某 种 确定 的 方法 以 划 
分 元 素 之 外 , 丝 囊 未 用 其 他 原理 .因而 骤然 看 来 ,好像 我 们 终于 
使 数 概念 完全 解脱 了 由 时 间 直 觉 所 加 的 束缚 ,解脱 了 长 期 与 几 
何 学 和 力学 相连 系 的 时 间 直 常 的 束缚 . 

两 种 理论 的 出 发 点 如 此 相反 ,所 循 的 道路 是 那样 地 不 同 ,市 
结果 却 极其 一 致 , 正 是 这 种 等 价 表明 了 狄 德 金 原理 不 像 我 们 初 
看 起 来 那样 乐观 .实际 上 ,进一步 分 析 狂 德 金 的 程序 ,就 发 现 这 
里 虽然 没有 明显 地 用 到 无 限 , 却 暗含 了 无 限 在 内 .分 划 法 康 理 若 
是 应 用 于 个 歼 有 限 的 一 组 有 理 数 上 ,就 会 微不足道 ,而 毫 无 成 效 
可 言 .还 有 一 晨 , 利 用 这 原理 以 决定 某 一 无 理 数 的 任何 实用 方 
法 ,都 必需 使 用 一 种 与 康 托 尔 的 无 限 序列 相 类 似 的 工具 才 成 . 
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这 个 理论 与 时 间 直 觉 之 间 的 关系 也 是 如 此 . 犹 德 金 公 
理 一 一 “车 将 直线 上 的 所 有 点 分 为 两 组 ,使 第 一 组 上 各 点 都 在 第 
二 组 各 点 之 左 , 则 有 和 且 只 有 一 点 能 产生 此 种 分 划 法 ,而 使 所 有 各 
点 分 为 两 组 ,并 使 直线 截 为 两 段 ." 一 这 条 公理 恰 是 我 们 赋予 
时 间 的 基本 性 质 的 一 个 巧妙 解说 .我 们 的 直觉 能 教 我 们 用 心理 
的 动作 将 所 有 的 时 间 划 分 为 两 组 , 即 过 去 与 未 来 ,二 者 互 不 相 
容 , 总 括 起 来 刚 包 括 了 整个 的 时 间 ,永恒 . 现 刻 就 是 分 离 一 切 过 
去 利 一切 未 来 的 分 划 ; 过 去 的 每 一 租 间 都 曾经 当 过 一 次 现 刻 ,未 
来 的 每 一 枚 间 转 眼 义 将 是 一 次 现 刘 , 所 以 每 一 瞬间 本 身 又 都 可 
作 这 样 的 一 个 分 划 法 .自然 ,对 于 过 去 ,我 们 只 知道 它 是 若干 相 
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异 的 瞬间 ,不 过 我 们 可 以 用 心理 的 动作 来 填 满 它 的 空 际 ; 我 们 想 
象 在 任何 两 瞬间 之 间 一 一 不 论 在 我 们 的 记忆 之 中 如 何 接近 一 一 
都 有 着 其 他 的 瞬间 ,对 于 未 来 ,我 们 也 假定 了 同样 的 紧密 性 .这 
就 是 我 们 名 之 为 时 间 之 流 的 含义 ， 

还 有 一 层 ,虽然 春来 是 荒废 的 ,然而 在 犹 德 金 所 用 的 意义 
上 , 现 剂 则 是 真正 的 无 理 数 .因为 作为 分 划 , 它 既 不 局 于 过 去 ,也 
不 属于 未 来 .所 以 在 一 种 以 纯粹 时 间 为 基础 的 算术 ,又 如 果 这 种 
算术 是 可 能 的 话 , 则 在 这 种 算术 里 ,无 理 数 才 是 当然 之 事 ,而 我 
们 加 辑 所 努力 寻求 的 将 是 致力 于 建立 有 理 数 的 存在 . 

最 后 , 当 狄 德 金 说 如果 我 们 确 知 空间 是 不 连续 的 , 谁 也 不 
龙 禁 止 我 们 当 需 要 时 在 思想 中 填 满 其 空隙 使 之 成 为 连续 的 . "他 
这 名 话 是 一 名 马后炮 .这 种 填 孙 过程 在 很 久 以 前 就 已 完成 了 ,而 
我 们 所 以 永远 不 能 发 现 空间 有 空 哨 的 简单 理由 就 是 ,我 们 不 能 
想象 出 时 间 有 空隙 . 
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虽然 不 论 是 康 托 尔 还 是 狂 德 金 ,都 不 能 将 连续 从 时 间 直 觉 
的 统治 下 解放 出 来 ,但 我 们 的 连续 概念 和 数 的 科学 概念 二 者 之 
闻 的 长 入 纷争 , 却 仍 以 后 者 得 到 决定 性 的 胜利 而 宣告 结束 .这 个 
胜利 之 所 以 获得 , 乃 是 由 于 有 一 门 学 科 必 须 得 到 确立 ,也 可 以 
说 ,必须 得 到 合法 化 ;这 门 学 科 就 是 解析 几何 .这 个 方法 从 费 尔 
马 和 笛 卡 儿 的 时 代 以 来 ,已 成 为 俘 析 学 中 所 必 不 可 少 的 工具 . 它 
的 历史 ,将 在 下 一 章 中 用 一 部 分 篇 辐 来 谈 谈 . 在 这 里 只 要 说 一 点 
就 够 了 ,这 门 学 科 之 开始 ,只 是 在 于 起 把 几何 的 问题 交 给 算术 分 
桥 来 解决 ,而 其 结果 却 变 成 了 一 件 把 数 的 抽 锭 性 质 与 心灵 相 沟 
通 的 工具 . 它 给 予 分 析 学 以 一 种 丰富 的 图 象 文字 ， 并 且 指 引 它 向 
着 从 来 不 曾 梦 想 过 的 普遍 性 的 大 道 迈 进 ， 

解析 几何 以 下 述 的 暗含 假定 作为 立足 的 基础 ;凡是 直线 上 
的 点 ,因而 平面 和 空间 的 点 ,都 可 以 用 数 来 表示 .这 个 假定 自然 


等 于 断言 : 线 上 的 点 和 实数 之 间 可 以 建立 一 种 完全 的 对 应 ,解析 


几何 的 伟大 成 功 , 它 在 分 析 学 上 和 几何 学 上 的 美妙 功用 ,赋予 了 
这 个 假定 以 一 种 不 可 抗拒 的 实力 保障 .这 就 有 必要 把 这 个 原理 
纳入 数学 的 普遍 逮 辑 结构 中 去 .但 是 问题 是 ,怎样 才能 纳入 呢 ? 

在 这 些 情 况 之 下 ,数学 是 遵 号 行事 的 . 它 用 一 个 方便 的 假设 
来 渡 过 直觉 和 理性 之 问 的 鸿沟 .这 个 假设 删除 了 直觉 的 观念 而 
用 一 种 逐 辑 上 相 容 的 概念 来 代替 . 正 因 为 一 切 直 觉 都 具有 含糊 
性 ,这 种 代替 法 不 仅 是 讲 得 通 的 ,而 且 是 易 被 接受 的 . 

所 以 ,情况 就 是 这 样 .一 方面 ,这 里 有 逮 辑 相 容 的 实数 概念 
及 其 集合 , 即 算术 连续 统 ; 另 一 方面 ,又 有 含糊 的 点 的 种 种 观念 
及 其 集合 , 即 线性 连续 统 . 唯 一 需要 的 是 宣布 此 二 者 的 间 一 性 ， 
或 者 换 一 种 讲法 ,就 是 作出 如 下 的 断言 : 

直线 上 任何 一 点 .都 可 以 指定 一 个 唯一 的 实数 与 之 相当 ; 反 
过 来 ,任何 一 个 实数 都 可 以 用 唯一 的 方法 以 直线 上 的 一 点 来 

这 就 是 有 名 的 狄 德 金 一 康 托 录 公理 . 
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这 个 命题 把 解析 几何 二 百 案 年 来 赖 以 立足 的 赔 中 假定 尊崇 
为 正当 的 了 , 它 并 且 变 成 了 这 门 学 科 的 基本 公理 ,这 个 公理 和 其 
他 许多 公理 一 样 ,实际 都 是 一 个 乔装 的 定义 : 它 定义 了 一 种 新 的 
数学 实体 , 即 莽 术 直线 .由 此 ,直线 一 一 因而 平面 ,及 立体 一 一 不 
再 是 直觉 的 观念 ,它们 被 化 为 仅仅 是 数 的 承 栽 售 了 . 

这 样 ,这 个 公理 就 等 于 把 几何 算术 化 了 . 它 意味 着 把 分 析 学 
从 它 所 由 生长 的 几何 直 党 中 解放 出 来 .不 但 如 此 , 它 还 是 一 个 大 
胆 的 宣言 ;从 此 而 后 ,分 煌 学 将 统制 几何 学 和 力学 , 又 通过 它们 
统制 我 们 认识 的 其 他 各 个 方面 ,这 些 方面 甚至 是 更 加 接近 于 我 
们 所 感知 的 原始 实在 的 . 

由 于 这 种 实在 的 含糊 性 ,所 以 ,长 期 以 来 , 想 利用 这 种 实在 
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的 影 象 来 创造 算术 的 努力 都 失败 了 .于 是 ,算术 就 利用 它 自 身 的 
影 象 创造 了 一 种 新 的 实在 .无 限 算法 就 是 在 有 理 数 失败 的 地 方 
获得 成 功 的 . 

Numeri mundum regnant{( 数 统治 着 宇宙 ). 
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“一 个 求知 心切 的 青年 来 到 阿 基 米 德 面前 . 
教 我 那 种 神圣 的 学 问 吧 ,大 师 , 他 启 请 ， 


它 对 于 天 道人 出 了 如 许 访 出 的 贡献 ， 

它 揭示 出 天 王 星之 外 尚 有 只 一 行星 . 

真 的 ,哲人 回答 说 , 它 真 如 你 所 说 的 那样 神圣 ， 

但 它 早 就 神圣 ,不 待 它 开 发 了 字 宙 ， 

不 待 它 对 于 天 道 有 如 许杰 出 的 贡献 ， 

不 待 它 揭示 出 天 王 星之 外 尚 有 田 一 行星 ， 

你 所 见于 字 宙 者 只 是 上 帝 的 反 影 ， 

而 在 与 林 匹 斯 出 统治 着 的 上 帝 , 万 是 永恒 之 数 .” 
一 一 雅 科 比 
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尝试 ,犯错 ,摸索 , 肤 交 一 一 我 们 的 知识 就 是 这 样 地 进步 
的 . 受 艰 车 的 生存 竞争 所 妨碍 而 又 受 其 驱使 的 人 类 ,既是 其 局 
芽 环 境 的 玩物 ,也 是 其 时 代 的 传统 的 奴隶 ;人 类 的 进展 ,不 是 受 
逻辑 的 指导 ,而 不 过 是 受 种 族 积累 的 经 验 和 直觉 的 指导 .人 类 
的 一 切 事物 都 不 过 如 此 ,我 已 经 竭尽 心力 来 证 明 : 数 学 也 并 不 
例外 ， 

可 是 谁 知道 我 是 不 是 因为 教书 多 年 而 染 上 了 系统 说 明 问 题 
的 习惯 ,使 我 在 不 知 不 觉 中 犯 了 错误 呢 ? 数 的 进化 史 , 从 其 大 体 
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看 来 ,的 确 像 是 具有 某 种 逻辑 的 连续 性 .可 是 大 体 也 者 ,常常 是 
一 种 粗浅 的 大 体 轮 廊 :显示 不 出 多 少 真正 的 意义 .一 根 曲线 的 不 
规则 部 分 比 起 它 的 全 形 更 能 告诉 我 们 它 的 本 性 ;同样 ,人 类 在 其 
努力 奋斗 的 发 展 过 程 中 ,其 各 个 殊 异 不 同 之 处 比 其 相 类 似 的 努 
力 亩 斗 的 相同 之 处 ,更 能 清楚 地 把 其 潜在 因素 显示 出 来 . 

数学 教科 书 的 系统 论述 所 根据 的 是 逻辑 的 连续 性 ,而 不 是 
历史 的 先后 ;然而 标准 的 高 中 数学 课程 ,以 至 于 大 学 的 数学 课 
程 ,都 不 曾 对 这 个 事实 作出 说 阴 , 因 而 使 学 生产 生 一 种 印象 ,以 
为 数 的 进化 的 历史 次 序 ,就 和 书 中 所 写 的 各 章 的 次 序 一 样 , 主 要 
是 由 于 这 种 印象 ,使 得 人 们 普遍 认为 数学 中 没有 人 工 的 成 分 . 因 
为 在 这 里 ,这 个 建筑 物 好 像 不 需要 什么 脚手架 ,而 只 是 在 冷酷 的 
庄严 中 ,一 层 一 层 地 堆 重 起 来 的 ! 这 个 建筑 物 应 该 是 不 会 出 错 
的 ,因为 它 立 是 于 纯 理 性 ; 它 的 墙 是 坚不可摧 的 ,因为 它 在 建立 
起 来 的 时 候 ,不 曾 有 过错 误差 衣 以 至 于 一 点 狂 珠 ,因为 其 中 没 
有 擒 进 一 点 人 类 的 直觉 ! 一 名 话 ,在 外 行人 春来 ,数学 的 结构 不 
是 易 犯 错误 的 人 类 心灵 的 产物 ,而 是 上 帝 的 绝 无 差错 的 神智 的 
作品 . 

数学 的 历史 揭示 了 这 种 意见 的 廖 误 , 它 显 示 了 数学 的 进展 
常常 是 极 不 规则 的 ,而 且 直 党 在 数学 中 担当 着 主要 的 角色 .在 中 
间 地 带 尚未 开发 之 前 ,有 时 甚至 开发 者 尚未 意识 到 有 中 间 地 带 
的 存在 之 前 ,和 瑰 远 的 前 哨 地 点 就 已 经 到 达 了 .创造 种 种 新 形式 坊 
是 直觉 的 功能 ;逻辑 只 有 接受 或 拒绝 此 等 形式 的 权力 , 却 未 痢 参 
与 产生 这 些 新 形式 的 工作 .审判 官 的 判 词 总 是 姻 刀 来 迟 的 ,这 其 
间 , 幼 儿 却 要 活 下 去 ,所 以 ,他 一 方面 要 等 待 逻辑 来 批准 其 存在 ， 
男 一 方面 却 已 经 在 成 长 壮大 了 . 

数学 史 中 最 古怪 的 一 章 , 复 数 概念 的 进化 ,就 具有 这 部 发 展 
史 的 全 部 特点 .是 不 是 数 的 科学 必定 要 等 待 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 康 
托 尔 以 及 狱 德 金 为 实数 建立 了 逻辑 基础 以 后 , 才 去 尝试 新 的 征 
伐 呢 ? 不 是 的 ; 它 把 实数 的 合法 性 看 作 是 当然 的 事情 ,随即 便 向 
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其 世界 内 的 另 一 个 神秘 角落 进军 ,通过 这 次 远征 ,又 掌握 了 一 个 
前 所 未 有 的 数量 和 有 前 途 的 新 领域 . 
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我 们 需要 远 潮 这 个 新 概念 的 根源 .所 以 让 我 再 回头 研究 那 
实数 由 之 发 源 的 代数 问题 .我们 在 上 文 曾经 对 此 进行 过 研究 ,但 
是 后 来 被 我 们 对 于 无 限 的 长 途 旅行 所 打 断 了 .现在 我 们 回 到 原 
来 的 题目 ,我 们 所 持 有 的 数 概 念 ,由 于 有 着 我 们 的 新 武器 即 无 限 
算法 而 大 为 丰富 并 增强 了 力量 .我 们 不 用 有 理 数 集合 了 ,我 们 现 
在 有 了 算术 连续 统 可 殿 使 用 ;而 且 除 了 有 限 代数 的 有 理 运算 外 ， 
我 们 现在 又 加 上 了 分 析 学 的 有 力 工具 的 帮助 .的 确 ,我 们 现在 可 
以 很 有 把 握 地 来 着 手 处 理 代数 的 一 般 方程 了 ! 

读者 如 果 还 记得 初等 代数 ,就 知道 情况 不 是 这 么 加 事 : 要 解 
答 代数 的 一 切 方程 ,实数 也 不 够 用 .要 证 明 这 点 ,并 不 用 作出 什 
么 高 次 的 复杂 方程 .我 们 只 消 考虑 其 中 一 个 最 简单 的 方程 :二 次 
方程 x? + 1=0 就 赵 了 . 

这 个 方程 不 能 规定 出 一 个 狼 德 金 的 分 划 , 我 们 也 不 能 作出 
一 个 康 托 尔 序列 ,使 其 平方 以 ~ 1 为 极限 而 收 合 ,还 在 12 世纪 ， 
淡 塞 指 罗 (Bhaskara) 这 位 小 风 门 就 已 用 简单 有 力 的 语句 对 此 作 
出 表示 了 : 

“ 正 数 的 平方 ,以 及 负数 的 平方 ,都 是 正 的 ; 正 数 的 平方 
根 为 二 重 , 一 正 一 负 ; 负 闸 没 有 平方 根 , 因 为 负数 不 是 平声 

所 以 ,将 x = vw - 工 写作 这 方程 的 解答 的 冲动 心理 被 抑止 
了 ,因为 这 样 一 个 式 子 是 没有 什么 具体 意义 的 .印度 数学 家 就 克 
制 住 了 这 种 诱惑 ,阿拉 伯 数 学 家 也 是 如 此 .虚数 的 发 现 ,其 光荣 
当归 于 文艺 复兴 时 代 的 意大利 人 卡尔 丹 {Cardan), 他 居然 敢 在 
1545 年 第 一 次 用 一 个 记号 来 表示 无 意义 的 东西 .他 在 论 不 可 能 
把 10 分 成 其 积 等 于 40 的 两 部 分 的 一 篇 演说 中 ,指出 了 本 题 的 
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形式 解 会 引出 两 个 不 可 能 的 式 子 :5+ v15 和 5-v-15， 

然而 ,正如 在 负数 时 的 情况 一 样 ,这 里 也 是 只 把 不 可 能 的 东 
西 写 了 下 来 给 予 它 一 种 符号 存在 而 已 ,是 的 ,把 它 写 了 下 来 是 有 
保留 的 : 它 是 无 恋 尺 的 , 旋 闪 的 ,不 可 能 的 ,幻想 的 ,神秘 的 , 康 妇 
的 ,不 过 ,有 了 一 个 名 ,就 有 了 很 多 东西 了 , 即 令 它 只 是 一 个 译 号 
或 用 词 . 


3 


令 人 奇怪 的 是 ,不 是 二 次 方程 而 是 三 次 方程 , 才 使 得 人 人 们 把 
这 种 神秘 东西 当 作 避 正 言 顺 的 数 来 使 用 . 它 的 经 过 如 下 ; 

三 次 方程 x + ax + b =0 至 少 有 一 个 实 根 ,也 可 能 有 三 个 ， 
当 其 只 有 一 个 实 根 的 时 候 , 就 有 菲 尔 罗 (Soipio del Ferro) , 塔 尔 
塔 利 亚 (Tartaglia) 和 卡尔 丹 发 明 的 一 个 解法 ,这 个 解法 被 总 称 为 
所 谓 的 卡尔 丹 公式 ,然而 , 当 三 个 根 都 是 实数 的 时 候 , 这 个 公式 
就 不 能 用 了 ,因为 这 时 进入 公式 中 的 方 根 代 表 虚 数 . 

我 们 取 有 历史 意义 的 方程 x”= 15x + 4 为 例 ,这 个 方程 曾 
被 邦 别 利 在 他 发 表 于 1572 年 的 代数 书 中 讨论 过 .该 方程 有 三 个 
实 根 ; 即 4,( -2+Y3) 和 (2- 3). 然 而 若是 运用 卡尔 丹 公式 ， 
就 引出 了 一 个 纯粹 虚幻 的 结果 


ye 
邦 别 利 想 道 ,也 许 这 两 个 方 根 表示 的 是 形式 为 p + Vv 一 4 和 
p -V9 的 式 于 (我 们 今天 叫 作 共 朱 复数 ) 吧 ,如 果真 是 这 样 ， 
而 且 如 果 这 些 实 体 可 以 按 普通 的 规则 进行 运算 , 则 这 样 两 个 “ 诡 
辩 " 量 之 和 ,也 许可 以 得 出 一 个 实数 ,甚至 也 许 就 是 这 个 方程 的 
真实 的 根 之 一 ( 邦 别 利 知道 这 个 根 是 4) .我 们 且 看 邦 别 利 自己 
的 话 : 


中 参看 附录 24: 论 三 次 方程 
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“在 许多 人 看 来 ,这 是 一 个 怪 想 头 ; 我 自己 好 义 以 来 也 
作 如 是 想 . 整 个 事情 都 像 是 基于 诡辩 而 处 是 基于 自理 .然而 
我 经 过 其 期 的 研 求 ,最 后 确实 证 明 它 是 真 的 .” 
事实 上 , 邦 别 利 果 然 证 明了 这 两 个 立方 根 可 以 分 解 为 2+ 
vv -IT 和 2- 下 它们 的 和 等 于 4. 


4 


这 些 实体 是 不 可 能 的 有 吧 , 是 的 ! 然而 并 不 是 全 无 用 处 的 , 因 
为 它们 可 以 用 来 作为 解决 实数 问题 的 工具 .于 是 , 邦 别 利 为 他 的 
成 功 而 鼓舞 ,进而 着 手 建 立 关 于 这 种 复杂 实体 的 运算 规律 . 

今天 ,我 们 已 经 用 记号 来 代替 1 而 把 邦 别 利 的 符号 简 
化 了 .凡是 复杂 实体 都 写作 a + 了 怠 的 形式 .用 这 个 符 屿 , 邦 别 利 
方程 的 解 管 恒 是 x = 2+ITi+ V2-1li= (2+1)+(2-i)= 
4. 


邦 别 利 的 实体 我 们 叫 它 作 复数 ,我 们 可 以 证 本 它们 对 固 本 
原则 的 一 切 条 件 都 满足 ,从 而 有 正当 理由 把 它们 叫 作 数 .至 于 邦 
别 利 ,他 对 这 个 原则 是 一 点 也 不 知道 的 ;他 完全 是 受 着 数学 良心 
的 驱使 ,数学 良心 也 就 是 直觉 的 另 一 名 字 . 而 且 除 了 记号 以 外 ， 
这 位 得 天 独 厚 的 意大利 人 实在 已 经 得 出 了 我 们 今日 所 学 的 一 切 
演算 规则 了 . 

图 本 原则 的 第 一 条 件 是 得 到 满足 的 ,因为 复数 e+ 记 包含 
实数 作为 其 子 域 (8 = 0) .等 级 判别 准则 的 条 件 是 :e+ 埃及 e+ 
记 丙 数 , 若 e=c 和 =d, 则 相等 ,否则 不 相等 .至 于 熟 大 熟 小 
的 判别 准则 , 则 没有 这 样 的 直 捷 .不 过 这 里 所 过 的 困难 并 不 严 
重 ,用 不 着 特别 提出 . 

两 个 复数 的 和 也 是 一 个 复数 , 它 是 将 其 实 部 和 虚 部 分 别 相 
加 而 得 的 ; 差 也 能 同样 求 得 .两 个 或 多 个 复数 的 积 , 则 是 将 各 数 
用 通常 的 代数 规则 相 飞 而 得 ,其 中 所 有 i 的 乘 罕 都 相应 地 用 下 
表 中 的 值 来 代替 
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邦 别 利 的 运算 因 之 也 是 交换 的 .结合 的 和 分 配 的 .这 原则 的 
一 切 条 件 都 得 到 了 满足 .这 样 便 创造 出 了 复数 总 , 它 代替 了 实 
域 ,正如 实 域 代替 了 有 理 域 一 样 . 
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由 此 得 出 一 个 推论 :将 任何 一 组 有 理 运 算 用 于 复数 上 ,结果 
还 是 得 出 复数 , 换 句 话说 ,复数 域 对 于 有 理 运 算是 闭合 的 . 

它 对 于 分 析 学 的 无 限 算法 也 是 闭合 的 码 ? 或 者 换 句 话说 ， 
我 们 能 把 无 限 序 列 、 收 和 伍 和 极限 等 观念 推广 应用 于 复数 吗 ? 这 
个 问题 由 商 斯 . 阿 贝尔 ` 柯 西 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 19 世纪 给 出 了 
肯定 的 答案 ,而 且 这 个 基本 事实 构成 了 近代 应 数 论 的 基础 . 

但 是 还 在 18 世纪 的 时 候 , 复 数 就 已 经 开始 丧失 其 纯粹 的 代 
数 本 性 了 . 棣 美 弗 (de Moivre) 所 发 现 的 著名 的 恒等式 指明 了 复 
数 在 三 角 学 中 所 起 的 作用 ,而 欧 拉 更 推广 了 标 美 弗 的 公式 ,把 超 
越 数 。 也 赛 括 了 进去 .虽然 这 已 经 洛 少 超出 了 我 的 范围 ,但 为 
完整 起 见 ,我 还 得 把 欧 拉 的 这 个 惊人 的 恒等式 提出 来 : 

er +1 = 站 ， 

与 他 同时 代 的 一 些 具 有 形而上学 倾向 的 人 ,认为 这 个 恒等式 具 
有 神秘 的 意义 .的 确 , 它 包含 着 现代 数学 中 最 重要 的 一 些 符号 ， 
而 且 看 来 是 一 种 神奇 的 结合 ,在 这 里 ,1 和 0 代表 算术 ,i 代表 代 


数 ,r 代表 几何 ,而 超越 数 。 则 代表 着 分 析 学 人 ， 


中 ”参看 附录 25: 棣 芋 弗 桓 等 式 ， 
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人 们 自然 会 问 ,添上 了 复数 之 后 所 造成 的 工具 ,是 葡 足 以 胜 
任 愉 快 地 解决 代数 的 基本 问题 , 即 求 出 最 一 般 的 方程 的 一 个 根 
呢 ? 

邦 别 利 已 经 知道 ,利用 复数 ,二 次 和 三 次 方程 是 完全 可 解 
的 ;换血 话说 ,最 一 般 的 二 次 和 三 次 方程 至 少 有 一 个 根 是 实数 或 
复数 .这 是 因为 这 两 种 方程 都 具有 包含 二 次 和 三 次 根 式 的 形式 
解 .三 次 方 根 确实 可 能 带 有 复数 ,但 是 这 种 方 根本 身 总 可 以 分 解 
为 a + 芒 的 形式 . 

和 为 费 腊 里 方法 为 四 次 方程 作出 了 一 个 类 做 的 解法 ,这 类 
方程 也 有 可 以 用 复数 表示 的 解 ,实数 解 不 过 是 其 中 一 种 特殊 情 
况 而 已 . 

这 些 事情 在 17 世纪 都 已 经 知道 了 .同时 大 家 还 知道 实 系 数 
的 代数 方程 的 虚 根 是 成 对 的 ,就 是 说 ,车 a + 艺 (5 #0) 是 这 种 方 
程 的 一 个 根 ,其 共 斩 数 a - 忆 必 也 是 一 概 . 因 此 , 奇 次 方 的 方程 
必 至 少 有 一 个 实 框 . 

而 在 1631 年 ,英国 的 托马斯 -哈里 活 特 (Thomas Harriot) 人 中 
提出 了 一 个 巧妙 的 主意 ,将 方程 化 作 一 个 儿 项 式 ,使 它 等 于 稚 ; 
这 真是 一 个 高 明 的 想法 ,因为 用 了 它 , 哈 里 沃 特 就 得 出 了 一 个 定 
理 (我 们 今日 叫 作 因 式 定理 ) 说 , 若 a 是 代数 方程 的 一 个 根 , 则 
# - 4 必 为 其 相应 多 项 式 的 一 个 因 式 .这 个 基本 事实 将 解 方程 的 
问题 化 为 分 解 因 式 的 问题 ,并 且 可 得 出 以 下 结论 :车 能 证 明 每 个 
方程 都 有 一 个 根 ,或 是 实 的 或 是 复 的 ,那么 , 准 此 ,方程 的 栋 的 个 
数 就 恰 等 于 它 的 次 数 ; 当然 这 要 约定 每 个 根 所 计算 的 次 数 要 为 
多 项 式 中 所 和 包括 的 相对 应 的 因 式 的 次 数 一 样 。 . 

17 世纪 初叶 , 纪 腾 和 尔 {Girard) 已 经 猜想 , 凡 对 于 前 四 次 方程 


中 ”他 逝世 于 1621 年 ,这 里 指 的 是 他 的 遗 作 ,- 一 一 译 者 
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为 真 的 东西 对 于 一 般 方程 也 必 为 真 ;到 了 18 世纪 中 时 , 达 兰 员 
尔 把 它 整 理 成 一 个 命题 , 即 :每 一 个 代数 方程 至 少 有 一 根 ,实数 
的 或 复数 的 .然而 他 还 不 能 够 把 这 个 命题 加 以 严密 的 证 明 , 昌 然 
在 他 之 后 有 许多 人 努力 来 证 明 它 ,但 在 五 十 年 的 时 间 里 , 它 始终 
是 一 种 假设 . 

这 个 断言 使 人 人 义 记 起 了 另 一 个 命题 ;任何 方程 都 可 以 用 根 
式 来 解 . 我 们 知道 ,甚至 到 了 拉 格 朗 日 的 时 代 , 还 有 许多 数学 家 
把 这 当 作 显然 的 事情 .不 过 这 个 比较 是 和 欠 公 平 的 :这 里 的 推广 法 
是 属于 那 种 吧 作 不 完全 归纳 法 的 类 型 ,而 命 顾 之 发 生 错 误 只 是 
更 加 显示 了 这 种 方法 的 危险 性 .至 于 启发 达 兰 贝尔 得 出 其 假设 
的 直觉, 那 完全 是 另 一 回 事 了 . 


了 
自从 达 兰 页 尔 以 来 ,对 这 一 代数 基本 定理 的 一 切 证 明 中 ,都 


- 有 这 种 直觉 的 反映 ;这 就 是 , 达 兰 贝尔 的 不 充分 的 证 明 , 欧 近 的 


不 充分 的 证 明 , 控 格 朗 日 的 不 充分 的 证 明 , 阿 尔 于 {Argand) 在 
1806 年 和 1816 年 作出 的 证 明 , 伟 大 的 高 斯 藉以 建立 此 命题 的 
四 个 证 明 , 以 及 后 人 对 于 这 几 个 证 明 的 一 切 修 改 等 ， 

这 许多 证 明 虽 风 在 原理 上 各 有 不 同 ,但 有 一 个 共同 的 特点 . 
在 某 个 地 方 ,用 某 种 方法 一 一 或 明 , 或 暗 一 一 总 是 引进 了 连续 性 
的 观念 , 它 和 代数 无 关 ,是 属于 分 析 学 的 范围 之 内 的 . 

让 我 用 一 个 简单 的 例子 来 解释 .我 们 若 设 2 = z+1, 且 设 
z =z#*d+ 坟 ,代入 即 得 2Z=(z2- 和 +1T+i2xy). 现 在 让 xz 和 7 
以 连续 的 方式 变化 ,而 取 - 和 + % 间 的 一 切 可 能 的 数值 ,那么 
括号 内 的 数 也 必 取 同样 范围 内 的 一 切 可 能 的 数值 .要 在 一 般 情 
况 下 绝对 严密 地 证 明 这 一 点 , 那 是 一 件 相 当 困 难 的 事 ; 达 兰 贝 尔 
的 枉 费 心机 ,高 斯 的 大 显 天 才 ,都 在 这 里 表现 了 出 来 .不 过 ,想到 
其 应 当 如 此 ,这 却 是 另 一 回 事 ; 这 里 是 达 续 性 的 直觉 大 显 神通 的 
地 方 .对 于 变数 * 和 y 的 某 些 值 ,两 个 多 项 式 是 正 的 ,对 别 的 一 
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些 值 , 则 为 负 的 .变化 既是 连续 的 ,那么 必 有 一 些 * 和 y 的 中 间 


值 能 使 第 一 多 项 式 为 零 , 而 事实 上 这 些 中 间 值 有 无 限 儿 个 ; 另 一 
方面 ,也 有 若干 组 数值 能 使 第 二 多 项 式 为 零 . 这 两 类 x,y 之 值 
中 必 有 著 干 对 是 相同 的 .如 果 a 与 5 是 这 样 的 一 对 ,那么 a+ 让 
就 是 方程 式 Z =0 的 一 个 根 了 .这 就 是 数学 直觉 所 提示 的 ,也 就 
是 达 兰 贝尔 所 要 证 明 的 . 达 兰 员 尔 失败 的 地 方 ,高 斯 却 成 功 了 ， 
然而 他 对 这 个 代数 基本 定理 的 第 一 个 证 明 是 根据 分 析 学 的 原 
理 , 这 使 他 一 直 耿 耿 于 怀 . 所 以 十 六 年 后 ,他 另 作 一 个 证 明 .他 证 
明了 任 一 偶 次 方程 可 以 用 纯粹 代数 方法 化 成 一 个 奇 次 方程 .如 
果 能 证 明 任何 奇 次 方程 至 少 有 一 个 实 根 , 则 基本 定理 就 可 以 成 
立 了 .然而 不 幸 的 是 ,这 后 一 命题 不 用 与 纯粹 代数 无 关 的 东西 是 
不 能 作出 证 明 的 . 


3 


正 汝 为 代数 基本 定理 的 证 明 葡 会 着 与 代数 无 关 的 方法 ， 
这 提醒 我 们 这 个 定理 也 许 具有 更 为 广阔 的 范围 .事实 上 也 确 
是 如 此 .在 复数 域内 有 一 和 解 , 这 一 性 质 并 不 是 代数 方程 所 独 具 
的 .例如 于 +z=0 这 个 方程 和 其 他 许多 超越 形式 的 方程 也 有 
复数 解 . 
多 项 式 不 过 是 被 魏 尔 斯 特 拉 斯 定名 为 整 函 数 的 一 类 函数 中 
的 极 小 的 一 部 分 墨 了 .这 类 函数 都 像 多 项 式 一 样 ,给 变数 以 适当 
的 值 ,就 可 使 函数 值 等 于 任何 事先 指定 的 复数 值 ,就 中 可 取 0 为 
值 , 许 多 最 重要 的 超越 式 ,诸如 正弦 、. 余 范 以 及 指数 函数 等 ,都 属 
于 这 一 类 函数 .从 函数 论 的 观点 看 来 , 整 函数 就 是 多 项 式 的 直接 
推广 . 
这 就 是 柯 西 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 答 曼 所 建立 的 复 变数 函数 论 
的 基础 ,这 个 理论 命定 要 成 为 19 世纪 数学 发 展 史 中 的 主要 因 
素 . 
不 过 还 是 让 我 们 回 过 涉 来 说 先前 的 故事 吧 . 
— i159 一 
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在 1770 年 ,出 现 了 欧 拉 的 代数 学 ,在 这 书 里 ,提供 了 复数 的 
许多 应 用 实例 .然而 ,我 们 也 读 到 ， 

“所 有 此 类 式 于 ,如 w -1, vy 2 等 等 ,因而 都 是 不 可 能 
的 数 或 虚数 ,因为 它们 所 代表 的 是 负 量 的 平方 根 ; 我 们 可 以 
确 烛 断 言 : 这 种 教 既 不 是 无 ,也 不 比 无 大 ,又 不 比 无 小 ,所 以 
不 得 不 是 虚 的 或 是 不 可 能 的 了 ,” 
1831 年 ,高 斯 这 样 地 写 道 : 

“我 们 的 广义 算术 ,其 范围 远 远 超过 了 上 古代 几何 ,完全 
是 近代 的 产物 . 它 从 绝对 整数 的 观念 开始 ,逐渐 扩大 其 领 
域 .整数 之 外 加 以 分 数 , 有 理 数 之 外 加 以 无 理 数 , 正 数 之 外 
加 以 负数 ,实数 之 外 加 以 雇 数 .然而 这 种 进步 每 每 在 最 初时 
是 担心 的 、 矢 德 的 ,早年 的 代数 学 家 叫 方程 的 负 根 为 假 根 ， 
当 与 它们 有 关 的 问题 是 用 这 样 的 方式 来 表达 ，, 即 所 求 的 量 
的 性 质 不 能 有 相反 的 重 时 ,这 个 讲法 的确 是 真实 的 .然而 ， 
正如 分 数 对 许 名 可 数 的 东西 毫 无 意义 可 言 , 而 我 们 却 在 广 
义 的 算术 里 毫 不 路 噶 地 就 承认 了 它 一 样 , 我 们 不 应 该 只 因 
为 有 无 数 的 东西 不 许 有 其 相反 的 重 , 就 否认 负数 有 同 于 正 
数 的 权利 .因为 在 其 他 无 数 的 场合 中 ,负数 也 具有 合宜 的 解 
森 , 所 以 它 的 颠 实 性 就 得 到 充分 的 佐证 了 .这 些 事情 都 里 已 
得 到 承认 了 ,然而 虚 量 一 一 从 前 以 及 现在 还 偶尔 不 恰当 地 
叫 它 作 不 可 能 的 量 ,因为 它 与 实 量 相反 对 一 却 还 是 更 多 
地 被 看 作 站 且 收 用 而 不 那么 十 分 自然 之 物 ; 它 更 像 是 一 种 
空洞 无 物 的 符号 游戏 ,即使 那些 承认 它 的 伟大 贡献 的 人 , 明 
白 由 于 这 种 符号 游戏 而 对 实数 关系 的 宝库 作出 如 此 伟大 页 
献 的 人 ,也 还 是 毫 不 犹 耶 地 否认 其 有 可 想象 的 物质 基础 . 

“著者 多 少年 来 就 从 另 一 个 观点 来 看 待 这 个 数学 中 的 
极 重 要 的 部 门 ,著者 以 为 雇 数 也 和 负数 一 样 ,可 以 赋予 同样 


的 客观 存在 性 ,但 是 直到 现在 都 不 曾 有 发 表 这 个 观点 的 机 
会， 

在 这 两 段 话 之 间 的 六 十 年 中 ,究竟 出 了 些 什么 事 , 带 来 了 这 
么 大 的 变化 呢 ? 由 高 斯 自己 的 话 里 可 以 找到 答案 所 可 以 赋予 这 
种 虚 的 东西 以 一 种 同样 客观 的 存在 性 "换言之 ,对 于 这 种 虚 的 
东西 已 找到 具体 的 解释 了 ,这 种 解释 是 和 使 用 相反 方向 以 解释 
负数 相似 ， 

要 透 微 明白 这 种 解释 ,我 们 必需 回 过 头 去 看 一 看 17 世纪 ， 
考察 一 门 学 科 , 这 就 是 我 在 前 几 章 中 青 三 提 到 的 :解析 几何 . 
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当 我 们 听 到 科学 使 我 们 的 生活 发 生 了 巨大 的 变化 时 ,我 们 
就 想到 物理 学 和 化 学 .我 们 在 各 种 机 械 的 发 明 中 找 得 出 这 种 大 
变动 的 显 见 证 据 , 这 些 发 明 在 工业 和 交通 运输 上 起 过 革命 性 的 
变化 .电力 的 利用 城 少 了 家 忆 琐 事 的 苦 工 ,使 得 人 与 人 之 间 的 交 
往 发 展 到 梦想 不 到 的 高 度 . 化 学 的 成 就 则 使 以 往 视 为 度 物 的 东 
西 变 成 了 我 们 的 衣食 .舒适 和 快乐 之 源 . 这 一 切 都 教 我 们 敬 伸 而 
且 惊 叹 这 些 科学 的 成 就 . 

由 于 扩散 太 广 ,数学 带 给 我 们 的 利益 则 不 那么 明显 .事实 
上 ,我 们 知道 ,有 了 数学 在 理论 上 发 挥 作用 ,然后 各 种 发 明 才 为 
可 能 ,这 些 发 明 的 设计 也 是 如 此 .但 是 ,这 是 专家 们 的 事 . 一 个 人 
在 日 常生 疾 中 知道 水 是 什么 元 素 合 成 的 ,或 者 长 波 短 波 有 什么 
差别 ,也 许 会 有 些 用 处 ,然而 ,几何 或 微 积 分 的 研究 ,对 他 的 幸福 
却 是 不 会 有 多 少 用 处 的 . 

可 是 , 邵 使 在 这 样 一 种 直接 的 意义 上 说 ,在 数学 的 丰富 成 就 
之 中 ,也 还 是 有 些 东 西 可 以 置 入 有 用 的 发 明之 列 的 ,因为 它们 已 
经 深 深 渗入 人 们 的 日 常生 活 中 了 .在 这 些 东 西 中 ,有 我 们 的 位 置 
命 数 法 , 它 使 一 般 人 都 能 从 事 计算 ;在 这 种 直接 有 用 的 东西 中 ， 
还 有 代数 的 符号 体系 ,特别 是 维 叶 塔 的 带 真 算法 , 它 使 许多 普遍 
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关系 的 紧凑 形式 变 得 能 艇 自由 运用 ,而 不 像 过 去 那样 只 有 少数 
人 能 够 理解 .归于 这 一 类 的 ,还 有 笛 卡 儿 贡 献 于 世界 的 伟大 发 
明 , 解 析 图 解法 , 它 使 我 们 一 眼 就 可 以 看 出 现象 所 循 的 规律 ,或 
互相 依赖 的 事件 之 间 的 祖 互 关系 ,或 某 事 在 某 个 时 程 之 内 所 起 
的 变化 等 等 的 图 形 外 观 . 

值得 注意 的 一 件 事情 是 : 凡 最 能 为 群众 所 了 解 的 数学 发 明 
就 是 在 纯粹 数学 的 进展 中 起 着 最 大 影响 的 数学 发 明 . 位置 原则 
产生 了 二, 没有 它 ,负数 的 概念 是 产生 不 出 来 的 :有 了 它 ,方程 才 
可 能 标准 化 , 因 式 定理 才 成 为 可 能 .字母 记号 则 将 数学 由 研究 特 
殊 的 问题 变化 为 研究 一 般 的 问题 ;通过 给 予 不 可 能 者 以 符号 ,于 
是 就 为 推广 数 的 概念 而 铺 平 了 道路 . 

最 后 , 笛 卡 儿 的 发 明 不 但 创造 出 了 解析 几何 的 重要 学 说 ,并 
且 终 于 忧 给 了 牛顿 , 莱 布 尼 艾 、 欧 拉 和 伯 努 利 诸 人 以 一 种 武器 ， 
正 是 由 于 缺少 这 种 武器 ,使 得 阿 莽 米 德 和 后 来 的 费 尔 马 无 法 把 
他 们 深邃 而 极致 的 思想 , 清 总 地 表达 出 来 . 
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“Proles sine matre creata( 不 是 同一 个 母亲 生 的 孩子 ).” 

这 是 几何 学 家 夏 耳 (Chasles) 描 述 笛 卡 儿 的 成 就 时 所 说 的 
话 .这 种 对 早先 的 东西 不 够 公平 的 态度 ,同样 适用 于 位 置 原理 和 
符 导 记号 的 发 明 ! 前 者 我 们 可 以 回调 到 算盘 的 空 行 ,而 后 者 我 
们 已 经 知道 不 过 是 远古 以 来 数学 家 和 半数 学 家 们 所 习 用 的 文辞 
符号 体系 的 进化 而 已 ， 

同样 ,伟大 的 向 卡 儿 的 发 明 是 有 其 根源 的 ,这 匈 于 柏拉图 那 
个 时 伐 的 古代 和 名 题 中 .试图 用 圆规 和 直 尺 来 求解 三 等 分 角 一 倍 
立方 体 以 及 化 圆 为 方 等 问题 的 努力 都 失败 了 ,这 就 使 得 希腊 的 
几何 学 家 去 寻求 新 的 曲线 ,他 们 在 固 锥 间 线 即 平 面 和 圆锥 体 所 
交 的 各 种 曲线 ;椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 面 前 屡 出 差错 .这 些 有 曲线 
的 吞 芒 性 质 如 此 吸引 了 和 希腊 的 几何 学 家 ,以 致 不 久之 后 ,他 们 就 
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对 这 些 曲 线 自身 的 特 件 进 行 研究 了 .伟大 的 阿波 罗 尼 每 了 一 篇 


研究 它们 的 专著 ,其 中 描述 了 和 论证 了 这 些 曲 线 所 具有 的 最 重 
要 的 性 质 . 

在 这 篇 专著 里 ,我 们 能 找到 后 来 笛 卡 儿 用 来 建成 原理 的 那 
个 法 子 的 精髓 ,阿波 罗 尼 以 抛物 线 对 向 其 主轴 和 顶端 切线 为 框 
架 , 证 明 其 半 弦 是 正 仿 芋 和 高 的 比例 中 项 . 今 夫 我们 用 币 卡 儿 方 
程 x?= 全 来 表明 此 种 关系 , 称 高 为 纵 坐 标 (y), 半 编 为 横 坐 标 
《zj3 正 盘 落 就 是 y 的 系数 , 即 工 . 


半 弦 工 生 举 纹 
,a 
半 正 篇 强 |,/ 半 正 峰 深 


U 站 
蛮 装 的 解析 几何 ， 阿 波多 尼 的 抽 物 线 研 究 


意味 深长 的 是 ,希腊 人 把 这 种 曲线 和 他 们 所 发 现 的 其 他 许 
多 曲线 都 虽 作 轨迹 ;就 是 说 ,他 们 把 这 些 曲线 看 作 是 对 于 某 种 固 
定 参 考 系 有 某 种 可 量度 位 置 的 所 有 点 的 地 位 .例如 椭 辆 就 是 和 
两 定点 之 距离 之 和 相册 点 的 轨迹 .这 样 的 复述 法 实际 即 是 此 曲 
线 的 文辞 方程 ,因为 它 提供 了 判别 准则 ,使 和 可 以 判断 任 一 已 知 
点 是 否 在 此 曲线 上 . 

在 这 种 意义 上 , 邯 默 “ 伽 亚 席 已 经 实际 用 过 这 种 关系 了 ,他 
用 两 根 圆 欠 曲 线 来 找 出 三 次 方程 的 图 形 解答 名 .这 种 方法 又 为 
文艺 复兴 时 代 的 意大利 数学 家 以 及 维 叶 塔 所 发 展 .事实 上 ,就 是 


中 ”参看 附录 14. 
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由 于 此 种 性 质 的 问题 才 促 使 维 叶 塔 提出 他 的 通 真 算法 来 的 . 
最 后 ,我 们 很 有 必要 看 一 下 费 尔 马 在 1629 年 所 写 的 论文 中 
的 一 段 ,这 篇 论文 一 直到 四 十 年 后 方才 发 表 出 来 ,这 时 管 卡 儿 的 
《几何 学 /已 经 问世 三 十 年 了 : 
“在 最 终 的 方程 中 只 要 有 两 个 未 知 量 ,我 们 总 可 得 出 一 
轨迹 ,未 知 量 之 一 的 来 端 会 画 出 一 根 直 线 或 一 条 曲 北 来 的 ， 
直线 是 简单 的 唯一 的 ;曲线 的 种 类 则 有 无 限 之 多 : 国 、 双 曲 
1195] 线 .抛物 线 , 椭 加 ,等 等 …… 
“为 了 有 助 于 方程 的 概念 ,最 好 叫 两 未 知 量 构 成 一 角 ， 
这 个 角 我 们 将 恨 定 等 于 直角 .” 
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无 论 怎么 说 , 笛 卡 儿 几 何 也 不 会 是 无 母 的 孤儿 .而 我 更 可 以 
幽 软 地 说 一 句 , 笛 卡 儿 的 概念 不 但 有 一 位 令 堂 一 一 即 希 腊 的 几 
何 -一 一 而 且 还 有 一 位 率 生 昆 促 .的 确 , 我 们 即使 只 对 笛 卡 儿 的 
《几何 学 和 费 尔 马 的 & 引 论 》 作 一 个 浮光掠影 的 研究 ,也 可 以 看 
出 数学 史 中 不 胜 核 举 的 挛 生 现象 又 一 个 摆 在 我 们 的 眼前 .在 同 
一 个 世纪 ,说 得 更 切实 一 点 ,在 同一 个 世代 ,我 们 还 有 着 德 沙 格 
《Desaargues) 一 巴 斯 傅 发 明 的 投影 几何 ,有 着 巴 斯 估 一 费 尔 马 发 
明 的 或 然 率 煞 学 原理 .可 是 这 种 现象 钨 不 限于 17 世纪 .在 18 世 
纪 有 着 牛 顿 和 莱 布 尼 芯 的 偶合 ;19 世纪 目睹 了 韦 塞 尔 {Wessel)、 
阿尔 干 和 高 斯 约莫 同时 给 出 的 复数 的 解释 ;以 及 罗 巴 契 夫 斯 基 
(Lobatehevski) 、 波 约 (Bolyai) 和 高 斯 几乎 同时 得 出 非 驳 几何 的 
概念 ;该 世纪 的 末 叶 ,又 有 康 托 尔 一 狄 德 金 所 系统 表述 的 连续 
统 


在 别 的 科学 中 也 有 同样 的 例子 .同一 概念 会 几乎 同时 浮现 
在 两 个 人 或 几 个 人 的 脑海 中 .常常 是 各 人 相隔 数 千里 ,属于 完全 
相 异 的 国籍 ,甚至 彼此 互 不 知道 对 方 的 存在 ; 笛 卡 儿 和 贰 尔 马 这 
两 个 人 的 性 格 、 环 境 和 观点 的 悬殊 ,更 是 令 人 惊异 .我 们 怎样 来 


解释 这 种 奇 事 呢 ?这 仿佛 是 民族 的 长 年 累 月 的 经 验 蓄积 起 来 ， 


到 了 某 个 时 候 , 不 得 不 有 所 发 洋 ,究竟 是 由 一 个 人 或 两 个 人 或 一 
群 人 来 汇集 这 种 富饶 的 财富 , 那 却 完全 要 碰 机 会 了 ， 


13 


不 论 是 费 尔 马 或 笛 卡 儿 , 都 不 曾 认识 到 他 们 发 明 的 全 部 意 
义 , 两 人 的 目的 都 只 在 创造 一 种 几何 中 的 统一 原理 : 费 尔 马 从 纯 
粹 数学 的 立场 出 发 , 笛 卡 儿 从 哲学 的 立场 出 发 .希腊 的 几何 ,其 
最 高 表现 是 欧 儿 里 得 和 阿波 罗 尼 的 巨著 ,其 中 尚 不 曾 含有 这 种 
统一 性 :每 一 个 定理 ,每 一 个 作 图 ,都 很 像 一 件 艺术 的 创造 ,而 不 
太 像 某 种 普遍 原则 的 应 用 .至 于 隐藏 在 这 一 个 或 那 一 个 作 图 题 
后 面 的 观念 究竟 是 什么 呢 ? 为 什么 有 些 题目 只 用 直 尺 就 可 以 作 
图 ,有 些 则 兼 要 圆规 ,还 有 些 却 甚至 不 是 只 和 圆规 的 主人 一 一 希 
腊 人 的 天 才 们 所 能 招架 的 呢 ? 就 是 这 些 和 这 类 问题 ,激动 着 那 
个 时 代 的 数学 名 家 ,其 中 包括 费 尔 马 和 笛 卡 儿 . 

他 们 在 代数 里 找到 了 线索 ;于 是 他 们 把 几何 学 代数 化 ,结果 
就 是 解析 几何 .他 们 将 几何 的 任何 问题 都 化 成 代数 的 非常 普通 
的 操作 方法 ,由 此 而 莫 定 了 他 们 方法 的 基石 .这样 ,古代 的 名 题 ， 
那些 开始 带 有 传奇 色彩 中 的 名 题 ,在 各 时 代 中 为 数学 家 幻想 之 
源 的 名 题 ,被 笛 卡 儿 一 扫 而 清 , 他 依据 事实 断 育 ;任何 问题 若 引 
出 一 个 一 次 方程 , 则 只 用 直 尺 就 可 以 作出 几何 解答 ;车 是 二 次 ， 
则 可 用 直 尺 和 圆规 作 得 ;若是 高 于 二 次 的 不 可 约 方 程 , 则 其 几何 
解法 就 不 是 只 用 直 尺 和 圆规 所 能 胜任 的 了 . 


14 


第 卡 儿 ( 自 然 费 尔 马 也 是 如 此 ) 并 未 想到 他 已 砚 定 了 一 门 新 
数学 的 基础 ;他 率直 地 说 ,他 的 目的 只 在 将 古代 的 几何 系统 化 黑 
了 .这 实在 是 17 世纪 在 数学 史上 所 扮演 的 角色 : 它 是 古代 数学 
文化 的 清理 时 期 .我 从 俩 利 略 (Galileo) 、 费 尔 蕊 、 巴 斯 人 徊 、 笛 卡 儿 
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以 及 其 他 人 的 著述 中 看 到 了 一 个 历史 过 程 的 终结 ,而 这 ,在 一 个 


普遍 衰微 的 时 代 中 是 不 可 能 达到 它 的 高 峰 的 .罗马 人 的 漠 不 关 
心 和 漫长 的 黑暗 时 代 的 宗教 蒙昧 主义 ,阻止 了 这 个 进程 的 继续 
竟 达 一 千 五 百年 之 久 . 

在 扫 清 了 古代 数学 的 断 砖 残 瓦 的 同时 ,这 些 人 的 天 才 为 新 
数学 铺 平 了 道路 .近代 数学 思想 的 主要 特点 就 是 固 本 原理 和 对 
应 原理 ,前 者 产生 了 广义 的 数 概念 ,后 者 则 能 建立 那些 表面 上 似 
平 很 远 或 很 不 类 似 的 概念 之 间 的 亲属 关系 . 虽 则 简 卡 儿 对 近代 
数学 的 这 两 种 基本 原理 连 含糊 不 清 的 了 解 都 未 必 具 有 ,可 是 他 
的 解析 几何 却 包 含 了 发 展 这 些 原 理 的 一 切 要 素 . 

这 是 一 种 代数 , 它 暗自 承认 了 无 理 数 和 有 理 数 的 完全 平等 . 
它 被 使 用 于 古典 几何 问题 :这 种 代数 用 直接 的 和 系统 的 方法 ,得 
到 了 和 希腊 人 一 一 他 们 信守 极端 的 严格 性 ,同时 由 于 生 避 无 限 
和 无 理 数 而 受到 限制 一 一 用 精巧 而 无 系统 的 方法 所 得 到 的 同样 
的 结果 .这 种 事实 本 身 就 给 了 向 卡 儿 的 演绎 方法 以 一 种 惊人 的 
实用 力量 ,因为 没有 什么 能 比 成 功 更 能 说 明 问 题 了 ， 

其 次 ,算术 和 几何 这 两 个 数学 中 的 分 支 ,不 但 其 本 性 相差 极 
远 ,而 且 我 们 知道 ,从 有 数学 以 来 ,它们 就 是 直接 对 抗 的 ,解析 几 
何 则 在 历史 上 第 一 次 使 这 两 者 建立 了 亲属 关系 .至 于 它们 互相 
对 抗 的 一 面 , 费 尔 马 , 笛 卡 儿 及 其 同时 代 人 并 不 十 分 清楚 ,不 过 
在 其 后 二 百年 中 , 它 却 注定 了 要 在 数学 思想 的 发 展 上 起 到 极为 
巨大 的 影响 

前 章 已 经 说 过 , 笛 卡 儿 平 中 假定 了 一 条 固定 轴 上 的 诸 点 各 
实数 之 间 的 完全 对 应 .但 他 所 假定 的 还 不 止 于 此 :他 隐 含 地 ( 因 
为 看 来 太 自 然 了 ,似乎 根本 用 不 着 去 说 ) 承 认 了 平面 上 的 点 和 实 
教 对 的 全 合 间 有 完全 的 对 应 为 公理 .这 样 ,推广 到 二 度 空 间 上 的 
康 托 尔 一 狭 德 金 公理 , 早 在 康 托 尔 和 狄 德 金 两 人 出 世 之 前 二 百 
年 所 创立 的 一 门 学 科 中 就 已 经 不 声 不 响 地 大 显 身手 了 .这 门 学 
科 又 成 了 尔后 二 百年 来 一 切 成 就 诸如 微 积分 .函数 论 .力学 和 物 


理学 的 试 丢 场 .无 论 什 么 地 方 ,这 门 学 和 (解析 几何 ) 都 不 曾 遇 到 
牙 盾 ;不 论 用 到 什么 地 方 , 它 都 显示 出 它 那 提 出 新 问题 和 预示 结 
果 的 威力 ,这 就 使 得 它 很 快 地 成 为 研究 工作 中 不 可 或 离 的 工具 
了 . 


1s 


取 两 根 垂直 的 轴 , 各 给 以 一 个 正 向 , 则 在 两 轴 所 存在 的 平面 
上 的 各 点 都 可 以 用 两 个 数 作 表示 .每 个 数 都 可 以 是 正 ,是 负 , 是 
零 , 是 有 理 ,是 无 理 ,这 些 数 就 是 已 知 点 对 于 标准 轴 的 归 离 的 测 
度 , 再 依 点 在 轴 所 定 的 四 个 象限 中 的 某 象 限 ,而 在 数 前 面 附 以 正 
号 或 负 号 ， 

这 个 原理 如 此 简单 而 又 自然 ,以 致 我 们 很 难 相信 人 们 需要 
三 千年 之 久 的 时 间 才 能 发 现 它 . 这 个 现象 和 发 明 位 置 命 数 法 原 
则 时 出 现 的 现象 是 同样 地 令 人 感到 奇怪 的 .后 者 暗中 包含 在 我 
们 数 的 语言 的 结构 中 ,但 它 却 需要 五 千年 之 久 才 被 发 现 .前 者 是 
我 们 秽 体 的 对 称 构造 的 一 个 直接 推演 ,并 且 从 远古 以 来 就 用 来 
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措 述 物体 的 相对 位 置 . 这 似乎 只 消 在 右 与 左 、 后 与 前 、 上 与 下 等 


观念 之 上 给 以 量 的 意义 就 可 得 出 一 个 十 全 十 美的 侍 标 儿 何 了 . 

而 且 我 们 发 现 这 个 原则 在 很 早 时 代 就 已 经 应 用 了 ;我 们 在 
古代 神话 中 找到 了 它 ,神话 中 描述 宝藏 的 所 在 地 时 , 常 是 教 寻找 
的 人 先 东 行 若干 步 ,再 北 行 若干 步 ; 我 们 还 知道 埃及 的 测量 家 是 
明明 白白 地 应 用 了 它 的 ,他 们 先决 定 了 一 条 南北 线 和 一 条 东西 
线 , 别 的 位 置 就 以 这 两 轴 作 为 依据 . 

要 从 这 种 实用 的 程序 进 到 解析 几何 ,自然 需要 有 零 和 负数 
概念 创造 出 来 ,然而 欧洲 从 菲 波 纳 右 时代 以 来 就 已 经 知道 这 些 
了 .那么 为 什么 坐标 原理 ,数学 家 不 能 较 早 一 些 想 出 来 呢 ? 答案 
可 以 从 希腊 人 的 见解 在 欧洲 思想 上 所 发 生 的 严重 影响 中 找到 . 
要 将 数 从 希腊 人 所 加 上 的 约束 中 解放 出 来 ,这 事 不 像 我 们 今天 
所 看 到 的 那么 容易 . 
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年 卡 儿 几 何 对 平面 上 每 一 点 给 出 两 个 实数 ,并 使 每 一 对 实 
数 定 出 平面 上 的 一 点 . 它 把 实数 对 的 集合 和 平面 上 的 点 看 作 是 
同样 的 .从 这 里 只 要 再 进一步 ,就 可 以 把 点 看 作 单 个 的 教 了 . 然 
而 这 也 差不多 经 过 二 百年 才 走 上 了 这 一 步 . 

1797 年 ,挪威 一 位 无 名 小 广 ,一 个 名 叫 韦 塞 尔 的 测量 员 ， 
把 一 篇 关于 复 量 的 几何 解释 的 报告 送 到 丹麦 科学 研究 院 .这 
篇 报告 设 有 引起 人 们 的 注意 ,一 百年 之 后 , 它 才 在 科学 界 为 人 
所 知 . 也 是 在 1797 年 ,二 十 岁 年 纪 的 高 斯 为 他 的 博士 论文 作 
答辩 ,题目 是 代数 的 基本 定理 ,他 在 这 里 也 了 暗暗 运用 了 复数 域 
的 几何 解释 法 .在 1806 年 ,一 位 不 为 人 知 的 在 巴黎 作 管 帐 的 
瑞士 人 罗伯特 :阿尔 干 发 表 了 一 篇 短文 , 论 及 复数 的 几何 解释 
法 .这 篇 文章 也 是 无 声 无 请 地 过 去 了 ,直到 十 年 之 后 , 才 转 载 
在 一 本 著名 的 数学 刊物 上 .最 后 ,在 1831 年 ,高 斯 在 前 面 已 引 
的 论文 里 ,更 详尽 地 系统 表述 了 平面 管 卡 儿 几何 与 复 袁 域 教 
学 的 等 价 性 ， 

依照 这 个 表述 ( 它 大 体 和 韦 塞 尔 和 阿尔 干 的 相同 ) ,一 个 实 
数 代 表 笛 卡 儿 图 解 中 * 轴 上 的 一 点 , 设 a 是 这 样 的 一 个 实数 
{ 见 下 页 图 ), 而 4 是 它 在 * 轴 的 代表 点 , 则 用 上乘 之 ,就 等 于 将 
向 醒 04 依 反 时 针 方 向 转 一 直角 ;所 以 ia 这 个 数 就 用 y 轴 上 的 
4 点 代表 了 . 若 再 乘 以 让 ,我 们 即 得 i?a = - e ,而 其 代表 点 如 又 
在 x 轴 上 了 ,由 此 类 推 .依次 连 转 四 个 直角 , 该 点 就 回 到 它 的 应 
来 位 置 . 这 便 是 第 156 责 所 提 到 的 关系 式 的 几何 意义 . 

再 者 ,加 法 e+ 过 以 两 个 向 量 04 ,OB 的 合成 向 量 来 表 
示 , 此 4 是 实数 的 代表 点 ,8 是 纯 虚 数 埃 的 代表 点 .于 是 
2 + 站 代表 了 以 04 ,08 为 边 的 矩形 的 对 角 线 之 末端 C 点 .所 
以 复数 a+ 六 相当 于 管 卡 儿 图 解 中 横 誉 标 为 a, 纵 坐 标 为 避 
的 志 . 


eo 


/~ 
2 


高 斯 一 阿尔 干 图 解法 


P 和 0 所 代表 的 两 个 复数 的 相 加 ,等同 于 将 向 量 OP 和 
00 用 平行 四 边 形 法 相合 ,用 一 个 实数 相 丧 ,例如 3, 那 便 是 将 向 
量 OP 伸张 3 倍 . 乘 以 ,就 是 依 反 时 针 方向 旅 转 一 直 前 ,如 此 等 
等 . 

运算 的 详细 情形 如 上 图 所 示 . 
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这 种 具体 解释 的 发 现 使 得 邦 别 利 的 幽灵 变 得 有 血 有 肉 了 . 
它 从 复数 里 除去 了 虚 间 (JImaginary) 而 代 以 一 种 形象 (Image). 

这 一 点 ,以 及 当时 得 出 的 男 一 个 证 明 ; 凡 代数 方程 及 范围 更 
大 的 超越 方程 ,此 在 复数 域内 有 解 ,这 二 者 在 数学 上 引起 了 一 个 
真正 的 革命 . 

在 分 析 学 的 园地 里 , 柯 西魏 尔 斯 特 拉 斯 . 黎 曼 和 其 他 诸 人 
将 无 限 算法 的 整套 工具 推广 到 复数 域 . 复 变 数 函 数论 就 这 样 地 
建立 起 来 了 ,并 且 引 出 它 在 分 析 学 上 、 几 何 学 上 和 数学 物理 上 的 
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一 切 深远 的 结果 . 

在 几何 的 园地 里 , 豆 色 列 , 汉 :斯 陶 特 (Von Staudty 和 其 他 诸 
人 从 复数 出 发 建立 了 一 般 投影 几何 学 ; 罗 巴 契 夫 斯 基 ., 波 约 、. 李 
(Lie) , 黎 蛇 . 凯 雷 (Carley) . 克 莱 因 (Klein) 及 其 余 许 多 人 又 开辟 
了 非 殉 几何 的 广阔 园地 .将 复数 应 用 于 无 限 小 几何 上 ,终于 产生 
出 了 绝对 微分 几何 ,这 又 是 近世 相对 论 的 基础 . 

在 数论 里 ,上 库 莫 尔 发 明了 复 因 子 的 方法 ,他 把 这 种 数 称 为 理 
想 数 ,由 此 ,就 把 费 尔 马 问 题 以 及 其 他 有 关 的 问题 推进 到 梦想 不 
到 的 阶段， 


18 


这 种 惊人 的 成 功 喜 舞 着 推广 工作 的 开展 :这 可 以 从 两 方面 
来 进行 .第 一 方面 所 考虑 的 问题 是 :复数 单位 能 不 能 不 用 六 = 
-1 而 用 别 的 法 则 呢 ? 关于 这 方面 的 工作 人知 了 不 少 , 不 过 它 与 这 
里 所 考察 的 内 容 却 没有 什么 特别 的 关系 .第 二 方面 ,人 们 自然 要 
问 ,是 否 三 度 宝 间 的 点 也 可 以 当 作 单个 的 数 来 看 待 呢 ? 从 这 个 
问题 里 生长 出 了 一 门 靳 的 学 科 , 它 终于 普 成 了 今天 的 向 量 分 析 ， 
这 在 近代 力学 中 起 闭 十 分 重要 的 作用 .这 个 问题 还 有 另 一 产物 ， 
这 就 是 汉密尔顿 创立 的 四 元 数理 论 和 与 之 有 关 的 格拉 斯 曼 
《Grassmann) 的 广义 数量 理论 . 

这 些 推广 揭示 出 一 个 重要 的 事实 ,就 是 , 当 推 广 到 复数 域 以 
外 时 ,必须 牺牲 因 本 原则 才 有 可 能 .复数 域 便 是 此 原则 的 最 后 晋 
界 .要 超出 这 个 楼 界 ,或 者 是 运算 的 交换 性 ,或 者 是 霍 在 算术 上 
所 起 的 作用 ,二 者 必定 要 牺 和 性 其 一 . 

这 就 不 得 不 对 一 般 运算 的 性 质 加 以 考察 了 .于 是 , 国 本 原则 
被 区 去 某 些 限 制 后 再 次 推广 .结果 建立 了 一 个 深远 的 关于 短 阵 
的 理论 ,这 个 理论 是 把 一 大 阵 的 元 素 当 作 单 个 数 来 看 待 .这 种 
“ 八 宝 箱 ”可 以 相 加 ,可 以 相 羔 ,矩阵 的 全 套 计 算法 业已 建立 起 
来 , 它 可 以 视 为 复数 代数 的 推广 .这 个 抽象 的 东西 最 近 已 经 在 原 
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于 的 量子 论 以 及 其 他 科学 领域 中 找到 了 很 好 的 解释 . 
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这 就 是 复数 量 故事 的 梗概 . 几 世 纪 以 来 , 它 表 现 为 理性 和 想 

象 之 同 的 某 种 神秘 的 结合 . 莱 布 尼 茨 这 样 说 过 : 
“圣灵 在 分 析 学 这 个 奇迹 上 ,在 理想 世界 这 个 怪物 上 ， 

在 存在 与 非 存 在 之 间 的 这 个 两 栖 类 上 ,找到 了 一 条 绝妙 的 

出 路 ,我 们 称 之 为 -1 的 虐 根 .” 

被 某 些 人 看 作 一 种 空洞 的 符号 游戏 的 复数 ,由 于 某 种 莫 明 
其 妙 的 原因 导出 了 种 种 真实 的 结果 .因为 它们 有 用 ,这 才 保 证 了 
其 存在 的 正当 理由 ,正如 手段 之 为 目的 作 辩护 一 样 .对 于 一 些 用 
别 的 方法 解决 不 了 的 问题 ,复数 常 能 供给 方法 ,并 且 预 告 其 结 
果 . 所 以 这 些 幽 灵 捍 怪 常常 成 为 人 们 召唤 的 对 象 ,然而 总 是 不 锡 
担 优 . 

接着 终于 到 了 这 么 一 天 ,人 们 证 明了 邦 别 利 的 鬼怪 不 是 真 
鬼怪 ,证 明了 它 和 任何 实数 的 存在 一 样 地 具体 .不 但 如 此 ,这 种 
复合 的 存在 物 还 是 一 种 双重 存在 ;一 方面 ,它们 服从 算术 上 所 有 
的 规律 ,因此 它们 是 忠实 的 数 ; 另 一 方面 ,它们 又 是 平面 上 的 点 
的 完整 的 化 身 , 所 以 ,它们 是 一 种 很 合乎 理想 的 工具 , 适 于 把 平 
面 上 的 图 形 之 间 的 复杂 的 几何 关系 变 撞 成 数 的 庄 盲 . 

这 一 点 实现 以 后 ,风向 算术 化 这 忻 事 便 由 费 尔 马 和 笛 卡 儿 
无 意识 地 开 其 端 ,而 今 功德 圆满 了 .于 是 ,复数 这 个 东西 ,其 开端 
蚌 给 幻想 以 一 个 符号 ,结尾 却 成 为 数学 观念 的 系统 整理 所 必 不 
可 少 的 工具 ,成 为 解决 繁 难 问题 的 有 力 手段 ,成 为 对 相 离 甚 远 的 
一 些 数 学 分 支 找 出 其 密切 关系 的 一 种 方法 . 

烙 言 :假想 是 一 种 寻求 解释 的 形式 . 
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“数学 之 精 贿 在 于 它 的 自由 .” 
一 一 乔治 . 康 托 尔 


1 


要 计量 一 个 无 限 集合 的 多 寄 , 初 看 起 来 ,似乎 荒唐 .然而 即 
使 是 对 于 数学 观念 最 不 熟悉 的 人 ,也 会 隐约 地 觉得 有 各 种 各 样 
的 无 限 一 一 用 于 自然 数 序列 的 无 限 这 个 术语 和 用 于 直线 上 的 点 
的 无 限 这 个 术语 ,是 有 着 根 本 的 不 同 的 . 

我 们 对 于 无 限 集合 的 “内 容 ” 的 这 种 模糊 观念 可 以 比 作 一 张 
网 .设想 我 们 撤 下 去 的 网 ,网 眼 的 大 小 的 单位 为 1, 则 可 以 将 一 
切 整数 捞 出 来 ， a 其 网 眼 


为 10; 再 次 用 一 一 张 网 眼 为 Ti 的 网 ; 这 样 下 去 ,我 们 依次 可 以 得 出 


越 来 越 多 的 有 理 数 . 我 们 可 以 假想 这 种 改进 过 程 是 无 止境 的 ， 因 
为 不 论 是 搬出 一 张 如 何 密 的 网 ,总 还 能 有 一 张 网 比 它 更 密 . 若 让 
你 的 幻想 如 野马 般 自 由 奔驰 ,你 可 以 设想 一 张 超 终极 的 网 , 它 是 
如 此 之 细密 ,其 网 眼 如 此 之 微小 ,以 至 于 可 以 迭出 一 场 有 理 数 . 
如 果 我 们 将 这 种 比拟 推 到 极端 ,并 开始 把 这 种 极限 的 网 看 作 
某 种 固定 的 好 像 是 冻结 了 的 东西 ,这 么 一 来 ,我 们 就 能 将 芝 诺 巧 
妙 地 提出 的 困难 完全 解除 .不 过 ,在 这 里 ,我们 又 遇 荐 了 新 困难 . 
这 张 超 终 极 的 有 理 网 , 即 令 能 够 制 成 ,也 不 足以 迭出 一 切 
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数 . 我 们 还 需要 一 张 更 “ 密 " 的 网 以 供 打 捞 代数 的 无 理 数 ;何况 这 


张 “ 代 数 的 "网 仍然 不 能 把 超越 数 捞 出 .因此 ,我 们 的 直 党 观念 
是 :有 理 数 域 比 自然 数 域 更 密 ; 而 代数 数 域 又 排列 成 一 种 更 紧密 
的 结构 ;最 后 ,实数 域 即 算术 连续 统 乃 是 超 密 的 介质 ,没有 间隙 
的 介质 ,一 张 其 网 眼 为 零 的 网 络 . 

这 样 一 来 ,假如 我 们 第 一 次 听 到 康 托 尔 真 的 向 过 一 次 把 无 
限 集合 加 以 分 类 的 尝试 ,对 每 个 无 限 集合 都 赋予 一 个 数 以 代表 
其 多 寡 ,我 们 自然 就 会 预期 他 已 经 成 功 地 找 出 一 个 计量 这 种 种 
不 同 紧密 性 的 度量 了 . 

正 因为 我 们 有 这 样 的 预期 ,所 以 康 托 尔 的 成 果 将 有 许字 会 
使 我 们 惊异 的 东西 ,其 中 有 些 简 直 奇 怪 得 近乎 荒唐 了 . 


2 


想 用 网 眼 的 办 法 来 计量 一 个 集合 的 紧密 程度 ,这 注定 是 刘 
失败 的 ;原因 是 网 眼 原 则 上 是 物理 的 ,而 不 是 算术 的 . 它 之 所 以 
不 是 算术 的 ,因为 它 不 是 建筑 在 一 切 算术 所 依据 的 对 应 原则 之 
上 .实际 无 限 的 分 类 , 即 无 限 集合 的 多 塞 性 的 各 种 类 型 的 分 类 ， 
如 果 该 分 类 可 能 的 话 , 必 须 依 据 有 限 集合 的 多 塞 性 的 分 类 所 依 
据 的 路 线 而 进行 ， 

我 们 在 开头 的 一 章 里 就 知道 了 绝对 多 守 性 的 观念 并 非 人 的 
头脑 国有 的 能 力 .自然 数 的 产生 ,或 者 更 恰当 些 说 ,基数 的 产生 ， 
可 以 回潮 到 我 们 的 比 配 能 力 , 它 使 我 们 能 够 建立 集合 与 集合 之 
间 的 对 应 性 .“ 大 于 一 一 等 于 一 一 小 于 ”的 观念 是 先 于 数 的 概念 
的 .我 们 先 学 习 了 比较 然后 才学 习 求 值 . 算 术 不 是 开始 于 数 ,而 
是 开始 于 判别 . 既 学 会 了 使 用 这 种 大 于 一 一 等 于 一 一 小 于 的 判 
别 谁 则 之 后 ,人 类 的 第 二 步 便 是 作出 各 种 型 式 的 老 寡 人 性 的 模范 . 
这 些 模 范 桨 藏 在 人 心中 ,正如 标准 米 突 尺 之 藏 在 巴黎 测量 局 一 
样 .对 于 一 二 三 .四 .五 ……:, 我 们 可 以 同样 地 用 :我 ., 双 性 、 贡 
藉 叶 , 兽 蹄 . 手 ……, 而 且 , 就 我 们 所 知 , 后 者 产生 于 我 们 现 有 的 
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形式 之 先 . 

对 应 原则 产生 了 整数 并 通过 整数 而 统治 了 全 部 算术 .现在 ， 
用 同样 的 方法 ,在 我 们 能 够 计量 无 限 集合 的 多 午 性 以 前 ,我们 必 
须 先 学 会 比较 它们 .如何 比较 呢 ? 就 用 比较 有 限 集合 时 所 用 的 
同样 的 方法 .匹配 法 ,这 个 在 有 限 算术 中 已 经 作出 如 此 显著 成 绩 
的 方法 ,现在 可 以 推广 到 元 限 算术 之 上 了 :因为 两 个 无 限 集合 的 
元 素 志 是 可 以 一 一 匹配 的 . 


3 


建立 两 个 无 限 集合 之 间 的 对 应 关系 的 可 能 性 ,在 便利 略 的 
一 段 对 话 中 可 以 见 到 ,这 是 无 限 集 合 问题 的 第 一 个 历史 文件 .我 
从 一 本 1636 年 出 版 的 是 为 《关于 新 科学 的 对 话 }》 的 书 中 逐 字 录 
出 这 一 段 .对 话 的 参与 者 共 三 人 :其 中 , 萨 格 列 多 (Sagredo) 代 表 
实用 主义 者 , 辛 普 利 契 奥 (Simplicio) 受过 经 院 方 法 的 训练 ,而 萨 
尔 维 阿 革 (Salviati) 显 然 就 是 伽利略 本 人 . 

获 尔 维 阿 著 : 当 我 们 试 男 用 我 们 有 限 的 心智 来 讨论 无 

限时 ,所 发 生 的 困难 之 一 ,就 是 假定 它 有 我 们 给 与 有 限 的 和 

有 穷 的 那些 性 质 ;我 以 为 这 样 作 是 错误 的 ,因为 对 于 无 限 的 

数量 ,我 们 不 能 说 两 个 中 敦 大 敦 小 或 相等 .要 证 实 这 一 点 ， 

.我 心中 已 有 了 一 个 论证 ,为 了 简明 起 见 , 我 将 用 问答 的 形式 

和 辛 普 利 契 奥 讨论 ,困难 是 由 他 提出 来 的 . 

我 假定 你 们 都 知道 了 什么 数 是 平方 数 ,什么 数 不 是 ， 
辛 普 利 契 趴 :我 很 知道 平方 数 就 是 由 一 个 数 自 己 相 乘 

而 得 出 的 数 ; 所 以 ,由 2,3 等 各 自 自 乘 而 得 出 的 4.9 等 就 是 

平方 数 . 

萨 尔 维 阿 带 ;对 了 .你 们 也 知道 ,就 因为 这 种 莱 积 叫 作 

平方 数 , 所 以 其 因数 就 叫 作 边 或 根 了 ; 反 过 来 , 若 配 积 没 有 

两 个 相等 的 因数 ,它们 谣 不 会 是 平方 数 了 ,因此 ,假如 我 说 

所 有 平方 数 、 非 平方 数 总 括 起 来 要 比 上 举 的 平方 数 为 多 ,我 
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说 的 万 是 真理 ,对 吗 ? 

辛 普 利 契 秽 : 那 是 一 定 的 ， 

萨 尔 维 阿 芒 :如 果 我 问 有 多 少 平方 数 ” 人 家 就 可 以 确 
确实 实 的 回答 说 ,和 相对 应 的 根 的 数目 是 一 样 多 的 ,因为 每 
一 个 平 方 数 都 有 它 自 己 的 根 ,而 且 每 个 根 也 有 其 自己 的 平 
方 数 ,而 且 没 有 一 个 平方 数 有 一 个 以 上 之 根 , 也 没有 一 个 根 
有 一 个 以 上 之 平方 融 ， 

辛 普 利 披 秽 :当然 是 这 样 的 了 . 

萨 尔 维 阿 带 :但 是 如 村 我 问 有 多 少 个 根 络 ? 你 不 能 否 
认 它 的 数目 和 数 一 样 多 ,因为 每 一 个 数 都 是 莹 平方 数 之 根 . 
承认 了 这 个 之 后 ,我 们 必须 说 ,有 多 少数 就 有 多 少 平方 数 ， 
因为 有 多 少 根 就 有 老少 平方 数 , 一 切 的 数 都 是 根 ,然而 我 们 
先头 说 过 , 数 是 比 平方 数 多 的 ,因为 数 的 大 部 分 都 不 是 平方 
数 . 让 但 如 此 ,平方 数 和 数 的 比 葬 是 越 到 大 数 则 越 小 的 . 倍 
如 到 一 百 , 我 们 有 十 个 平方 数 , 即 全 数 的 士 分立 一 ;到 一 万 ， 
只 有 一 百 分 之 一 是 平方 数 ;到 一 百 万 ,只 有 千 分 之 一 ;然而 
从 男 一 方面 来 着 ,在 无 限 数 中 一 一 如 果 我 们 能 够 想象 这 样 
一 个 东西 的 话 一 一 就 只 好 承认 平方 数 跟 金 部 总 插 起 来 的 数 
是 同样 多 的 了 . 

萨 格 列 多 :那么 在 这 种 情形 之 下 ,我 们 只 能 得 出 甚么 结 
论 呢 ? 

芒 尔 维 阿 带 : 就 我 所 知道 的 ,我 们 只 能 说 平方 效 是 无 限 
的 ,其 根 数 也 是 无 限 的 ;我 们 不 能 说 平方 数 比 一 切 的 数 少 ， 
也 趟 能 说 后 者 比 前 者 多 ;说 到 底 ,“ 等 于 ”"、“ 大 于 ”和 “小 于 " 
诸 性 质 不 能 用 于 无 限 , 而 只 能 用 于 有 限 的 数量 。 


[210] 


于 基 , 当 辛 普 利 契 奥 拿 出 几 段 长 短 不 间 的 线 ,并且 问 怎 


么 能 驶 说 长 的 不 比 短 的 有 更 多 的 点 时 ,我 就 告诉 他 说 ,一 自 
线 不 比 另 一 自 线 有 更 多 的 ,或 较 少 的 ,或 同样 多 的 点 ,而 是 
每 一 段 线 都 售 有 无 跟 个 点 
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如 利 略 的 悖 论 显 然 在 他 的 同 代 人 中 不 甸 留 下 什么 印象 .以 
后 二 百年 中 ,人 们 对 于 这 个 问题 什么 贡献 也 没有 .接着 ,到 了 
1820 年 ,有 一 个 布尔 查 诺 (Bolzano) 出 了 一 本 德 文 小 册子 ,题目 
是 《无 限 的 悖 论 》, 这 本 小 册子 同样 地 又 没有 引起 人 们 的 注意 .的 
确 , 如 此 少 的 人 注意 它 ,以 至 五 十 年 后 , 当 集 合 论 已 成 当代 的 谈 
论 中 心 时 ,几乎 没有 数学 家 知道 这 位 布尔 查 诺 是 谁 . 

到 了 现在 ,布尔 查 诺 的 贡献 只 有 纯粹 的 历史 意义 了 .他 确实 
是 提出 实际 无 限 的 第 一 个 人 ,不 过 他 的 进展 不 算 很 天 .然而 ,我 
们 实在 应 该 对 这 位 创造 了 集合 的 势 这 名 词 的 人 表示 应 有 的 散 
意 : 这 是 一 个 极其 重要 的 概念 ,我 马上 就 要 谈 到 . 

近代 的 集会 论 起 源 于 康 托 尔 .他 为 这 个 新 数学 分 支 葛 定 基 
础 的 论文 发 表 于 1883 年 , 题 为 《 论 线性 集合 》. 这 论文 是 把 实际 
无 眼 当 作 确定 的 数学 实体 来 处 理 的 第 一 篇 文章 .下 面 的 一 段 是 
由 该 论文 中 引 来 的 , 它 清 楚 地 说 明康 托 尔 是 如 和 何 理解 这 个 问题 
的 ; 

“我 们 传统 上 把 无 限 看 作 无 限制 地 增加 或 是 与 之 密切 
关联 的 一 个 收 侣 序列 的 形式 ,这 是 17 世纪 所 取得 的 .与 此 
相反 ,我 把 无 限 理解 为 具有 某 种 完成 了 东西 的 确定 形式 ,是 
某 种 不 但 能 有 数学 表示 而 且 可 用 数 来 定义 的 东西 .这 种 无 
展 的 概念 是 和 我 所 珍视 的 传统 相 违背 的 , 和 我 自己 的 尾 户 
更 宦 违 少 , 我 是 被 迪 接 受 这 种 观点 的 .可 是 多 年 的 思考 和 当 
斌 ,指明 这 种 结论 是 逻辑 上 的 必然 ,由 于 这 个 原故 ,我 自信 ， 
没有 什么 持 之 有 据 的 反对 意见 是 我 所 无 法 对 付 的 .” 


5 


要 理解 这 种 公开 和 过 去 传统 决 黎 的 巨大 勇气 ,我 们 必须 先 
懂得 康 托 尔 年 代 中 大 家 对 于 实际 无 限 的 普遍 态度 ,为 了 这 个 目 
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的 ,我 这 里 引用 一 段 伟 大 的 高 斯 写 给 全 马 茶 (Schumacher) 的 信和 ， 
这 信息 然 写 于 1831 年 ,可 是 已 经 定 下 了 后 五 十 年 数学 界 的 调子 
了 : 
“至 于 你 的 证 明 ,我 不 得 不 极力 反对 你 把 无 限 当 作 一 种 
完成 的 东西 来 使 间 , 因 为 这 在 数学 上 是 决 不 能 承认 的 .无 限 
只 不 过 是 音 语 上 的 一 个 比喻 ;是 一 名 陈述 语 的 简 申 形式 ,就 
是 说 ,有 极限 存在 使 得 某 些 比例 数 能 够 任意 地 接近 它 ,而 其 
他 量 则 可 能 增长 到 超越 一 切 界 限 ,…… 
“…… 只 要 有 限 的 人 不 误 把 无 限 当 作 某 种 固定 的 东西 ， 
只 要 他 不 赁 藉 心 灵 中 后 天 的 习惯 而 把 无 限 看 作 某 种 有 限制 
的 东西 ,那么 就 不 会 出 现 什么 矛盾 的 .” 
高 斯 对 于 这 个 问题 的 思想 在 当时 是 很 普遍 的 ,所 以 ,我 们 可 
以 想象 , 康 托 尔 的 公开 挑战 会 在 正统 派 的 普 件 中 引起 一 种 什么 
样 的 风暴 了 .这 不 是 说 ,实际 无 限 在 康 托 尔 的 时 代 就 从 未 在 各 种 
乔装 状态 下 被 使 用 过 ,而 是 说 ,对 于 这 种 事情 ,传统 的 态度 是 和 
青 方 绅士 D 对 于 通 好 的 态度 一 样 :他 宁可 做 出 那 种 事情 ,而 不 愿 
在 一 位 女士 面前 进出 这 个 字 来 . 
幸亏 康 托 尔 的 深思 熟 虚 已 经 使 他 充分 坚强 ,足以 应 付 这 声 
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恶战 ,因为 在 未 来 多 年 的 时 间 内 ,他 必须 孤军 战 计 .这 是 一 个 什 


么 样 的 战斗 啊 ! 在 数学 史上 从 来 也 没有 记录 过 如 此 激烈 的 场 
面 .集合 论 诞生 人 时 所 遇 到 的 风暴 ,表明 了 人 类 的 激情 即 令 是 在 数 
学 这 样 抽 象 的 领域 里 ,也 是 不 能 完全 消 泥 干净 的 . 
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康 托 尔 是 从 人 期 利 略 撒手 之 处 着 手 的 .是 的 ,两 个 无 限 集合 间 
的 对 应 是 可 以 建立 起 来 的 ,甚至 其 中 一 个 是 男 一 个 的 一 部 分 也 
可 以 ! 所 以 ,为 明晰 起 见 ,车 两 个 有 限 的 或 无 限 的 集合 ,其 元 素 
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可 以 一 一 匹配 , 则 我 们 称 之 为 等 价 , 或 者 叫 作 有 相等 的 势 . 若 两 
个 集合 的 势 不 等 , 则 匹配 法 可 使 一 个 集合 配 尽 而 另 一 集合 还 余 
下 一 部 分 未 曾 匹 配 的 元 素 . 换 和 旬 话 说 ,前 者 可 以 用 后 者 的 一 部 分 
来 匹配 ,而 后 者 却 不 能 用 前 者 的 任 一 部 分 来 匹配 .在 这 种 情形 之 
下 ,我们 说 第 二 集合 之 势 比 第 一 集合 为 大 . 

设 (4) 和 (8) 是 两 个 有 限 的 集合 ,其 所 合 的 元 素数 目 相 等 ， 
则 显然 它们 有 相等 之 势 ; 反 之 , 若 t4) 和 (8B) 是 等 势 的 有 限 集 
合 ,它们 必定 也 有 相同 的 基教 , 若 (4) 和 (如 ) 的 势 不 等 , 则 势 大 
的 也 有 较 太 的 基数 .所 以 在 有 限 集 合 中 , 霓 的 概念 和 基数 的 概念 
实在 是 一 件 事 . 媒 然 在 有 限 算术 里 , 势 这 个 名 词 和 基数 是 二 而 一 
的 东西 ,自然 就 可 以 间 , 我 们 是 否 可 以 把 无 限 集合 的 势 也 作为 一 
种 高 级 的 数 , 即 所 谓 超 限 数 呢 ? 是 否 可 以 用 这 新 概念 以 创 出 一 
种 超 限 的 其 术 , 即 无 限 的 算术 呢 ? 

如 果 我 们 循 着 有 限 算术 的 起 源 所 提示 着 的 路 线 走 ,我 们 必 
须 先 找 出 一 些 模范 集合 ,每 个 模范 集合 代表 着 某 种 典型 的 儿 塞 
性 ,这 样 的 模范 集合 是 现成 的 ;自然 序列 .有理 域 ,代数 数 域 、 算 
术 连 续 统一 一 所 有 这 几 种 无 限 集合 业已 被 我 们 不 断 使 用 而 十 分 
习 熟 了 ,现在 正好 用 它们 来 作 比较 的 标准 ,现在 让 我 们 给 这 些 标 
准 集合 以 符号 ,使 这 些 符号 在 超 限 算术 中 所 起 的 作用 就 和 它们 
的 对 应 物 1,2,3,… 等 有 限 基数 在 有 限 算术 中 所 起 的 作用 一 样 . 

康 托 尔 把 这 些 符号 称 必 超 限 基数 .他 依 势 的 大 小 把 它们 排 
成 一 个 “序列 "; 他 规定 这 些 抽象 物 的 加 法 、 染 法 和 琵 方 ;他 指明 
了 这 些 东 西 如 何 自 相 结 合 ,又 如 和 何 和 有 限 基数 结合 .总 而 言 之 ， 
康 托 尔 的 天 才 所 创造 出 的 这 些 虚 幻 的 生灵 具有 如 此 之 多 的 腿 
数量 的 性 质 ,我 们 真 好 像 应 该 给 它们 拟 “ 数 ”的 称号 本 是 .然而 有 
一 个 最 最 重要 的 性 质 却 是 它们 所 没有 的 ,这 恒 是 有 限 性 .这 后 一 
陈述 听 起 来 便 是 多 余 的 ,然而 这 并 不 是 有 意 去 说 废话 .下面 我 就 
要 提出 的 所 有 自 相 韦 导 的 命题 ,都 是 因为 这 些 数 学 实体 虽然 有 
了 数 的 全 副 仪表 ,但 却 少 了 普通 数 的 一 些 最 根本 的 性 质 而 引起 
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的 .这 个 定义 最 惊人 的 结果 之 一 是 :一 个 集合 的 部 分 并 不 一 定 比 


全 部 小 :它们 可 以 相等 . 
了 


一 部 分 可 能 有 全体 之 势 ,这 名 话 与 其 说 像 数学 ,还 不 如 说 像 
神学 .我 们 确实 知道 ,真有 许多 神学 家 或 准 神学 家 玩弄 过 这 个 观 
念 ,梵文 折 祷 书 是 宗教 心旷神怡 地 和 哲学 .数学 以 及 性 教育 相 混 
合 着 的 大 杂 拌 , 书 里 的 上 述 观 念 更 是 常见 的 .所 以 数 塞 期 罗 在 思 


考 数字 十 的 性 质 时 说 . 它 “ 像 无 限 .不 变 的 造物 者 一 样 ,在 旧 世 界 
毁灭 或 新 世界 创造 的 时 候 ,在 无 数 种 类 的 生物 生生 死 死 的 时 候 , 
凝 然 不 变 .” 

“部 分 具有 全 体 之 势 " 这 人 句 话 就 是 盆 利 咯 的 悖 论 的 精髓 .可 
是 侈 利 略 避 开 了 这 个 论点 , 却 宜 布 说 :“ 大 于 、 等 于 小 于 诸 性 质 
不 能 用 于 无 限 ,而 只 能 用 于 有 限 数量 ." 康 托 尔 就 拾 起 这 个 论点 ， 
当 作 他 的 集合 论 的 出 发 点 . 

狼 德 金 走 得 更 远 :在 他 看 来 ,一 切 无 限 集合 的 特性 正在 于 其 
一 部 分 可 以 与 全 体 相 匹 配 .为 作 例证 起 见 ,设想 一 无 限 的 序列 排 
列 了 起 来 并 且 依次 标 了 导 . 然 后 在 开头 弃 去 任意 有 限 多 个 项 ,再 
把 这 缩短 了 的 序列 重新 标号 .这 样 ,第 二 序列 中 的 每 一 项 都 和 第 
一 序列 中 同样 等 级 的 一 项 相当 ,反之 亦 然 .所 以 两 序列 间 的 对 应 
是 完全 的 ,并 且 具 有 同样 的 势 ;然而 我 们 不 能 否认 第 二 序列 实在 
是 第 一 序列 的 一 部 分 .这 种 现象 只 有 在 无 限 集合 中 才 有 可 能 , 因 
为 有 限 集合 的 唯一 特性 就 是 部 分 绝 不 等 于 全 体 ， 
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我 们 再 回 到 康 托 尔 的 理论 . 设 以 符号 a 表示 自然 数 集合 的 
势 . 几 是 具有 势 a 的 集合 都 叫 作 可 数 的 . 盆 利 略 推 论 中 所 使 用 的 
完全 平方 数 的 序列 就 是 这 样 的 一 个 可 数 的 集合 .不 过 其 他 的 所 有 
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序列 也 都 是 如 此 的 ,这 完全 是 因为 我 们 对 于 每 一 项 都 能 给 与 一 个 
等 级 , 因 之 该 序列 跟 自 然 数 之 间 就 有 着 完全 的 对 应 性 .偶数 、 奇 
数 , 任 何 算术 级 数 , 任 何 几何 级 数 ,总 之 ,任何 序列 ,都 是 可 数 的 . 

更 进一步 ,设想 从 自然 数 城中 取 去 任何 这 祥 的 序列 ,其 余下 
的 集合 仍旧 是 无 限 的 ,仍旧 是 可 数 的 :这 就 是 用 这 种 消去 法 以 降 
低 一 个 可 数 业 的 势 之 所 以 没有 希望 的 原因 .譬如 说 ,我 们 可 以 从 
自然 数 域 中 取 去 一 切 俩 数 ,再 取 去 一 - 切 三 的 倍数 ,再 取 去 一 切 五 
的 倍数 .我们 可 以 继续 此 法 以 至 于 无 穷 ,而 依旧 不 致 影 响 其 势 . 

用 康 托 尔 的 说 法 就 是 ,没有 小 于 & 的 超 限 数 ,这 个 a 乃 是 
可 数 无 限 集 合 的 多 等 的 计 鞋 标准 . 

但 是 ,虽然 没有 希望 用 消去 法 从 自然 序列 中 得 出 一 个 更 小 
的 超 限 数 ,那么 是 否 能 用 一 种 添补 法 来 增加 其 势 呢 ? 真 的 ,处 处 
身 密 的 有 理 域 ,好 像 该 比 玖 散 的 自然 序列 具有 更 大 的 势 吧 ! 这 
里 直觉 又 骗 了 我 们 ,因为 康 托 尔 已 经 给 我 们 证 明了 ,有 理 集合 也 
是 可 数 的 .要 证 明 这 个 ,只 消 证 明 有 理 数 可 以 自己 排列 起 来 成 为 
一 个 序列 ,而 每 个 有 理 数 都 可 以 指定 一 个 特定 的 等 级 就 够 了 .这 
就 是 康 托 尔 实际 上 所 作 的 .我 们 可 以 通过 从 元 何 角度 来 考虑 这 
个 问题 而 得 到 这 个 方法 的 一 般 概念 . 

在 下 面 附 图 里 我 们 有 两 组 互 成 直角 的 平行 线 .在 水 平 的 诸 
平行 线 中 ,每 根 给 它 一 个 整数 y,y 取 从 -到 + “之 间 的 一 切 
整数 值 ;同样 ,每 根 鲜 直 的 平行 线 也 给 它 一 个 整数 x .现在 ,我 们 
将 这 无 限 个 格子 的 角 顶 标号 ,用 其 相交 的 水 平 线 和 牌 直线 的 两 
数 作 标 号 .这 样 ,符号 (y, x) 就 定 出 格子 的 某 一 固定 的 角 顶 ,而 
反 过 来 每 一 角 顶 点 也 必 有 这 样 的 一 个 表示 法 . 

现在 我 们 机 证 明 这 些 角 顶 的 全 体 构成 了 一 个 可 数 集合 .要 
证 明 这 件 惊 人 的 事实 ,只 要 画 出 如 图 所 示 的 螺 状 折线 ,再 依 各 格 
子 角 项 所 出 现 的 顺序 定 其 等 级 就 得 了 . 


另 一 方面 ,我 们 可 以 将 符号 (7， x“) 当 作 分 数 二 .但 若 如 此 


作 , 我 们 显然 不 能 用 彼此 不 同 的 有 理 数 来 给 一 切 格子 角 顶 标号 
了 .事实 上 ,很 容易 看 出 来 ,位 于 通过 床 点 的 同一 直线 上 的 一 切 
角 顶 都 代表 同一 个 有 理 数 .要 免除 这 种 不 确定 性 ,我 们 规定 每 涉 
分 数 只 算 其 初次 允 见 的 一 个 .这 些 点 构成 了 序列 ， 

1,0, -1; 一 2,2,+ 方 ; -十 ; ~- 祁 ，~ 3,+3， + 子 , + 学， 


+ 广 ,…( 见 下 图 ). 


这 样 ,全 体 的 有 理 数 都 表示 出 来 了 ,而 且 每 一 有 理 数 在 序列 中 只 [248] 


出 现 一 钦 . 所 以 ,有 有理数 域 是 可 数 的 . 
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然而 读者 可 能 慌 不 住 要 说 ,这 和 我 们 关于 紧密 的 概念 正 相 
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矛盾 .依照 我 们 的 紧密 概念 ,有 理 数 是 没有 其 后 继 一 数 的 .在 每 
两 个 有 理 数 之 间 ,我 们 可 以 插入 无 跟 个 其 他 的 有 理 数 ;但 是 在 这 
星 我 们 却 真 正 建立 起 一 种 次 第 系统 来 了 ! 对 于 这 个 问题 的 回答 
是 ,虽然 我 们 这 里 得 出 的 的 确 是 一 种 次 第 系统 ,然而 它 和 自然 数 
1,2,3,…… 的 次 第 基于 大 小 的 顺序 ,不 是 属于 同一 类 型 的 .我 们 之 
所 以 能 把 有 理 数 术 举 成 功 , 正 因为 在 新 的 排列 中 我 们 不 固执 着 
大 小 的 顺序 .我 们 特 和 性 了 连续 性 ,得 到 了 次 第 性 . 

我 们 知道 现在 要 紧 的 是 把 两 种 等 价 性 加 以 分 别 . 从 对 应 的 
观点 看 来 ,两 个 集合 的 元 素 若 能 一 一 匹配 ,就 是 等 价 . 从 项 新 的 
观点 看 来 ,这 也 是 不 可 少 的 .但 若 要 完全 等 价 , 或 者 说 , 若 取 具有 
相似 性 , 则 必须 加 上 一 条 ,这 匹配 法 必须 不 破坏 排列 的 顺序 ;就 
是 说 , 若 在 集合 (4 ) 中 ,元素 a 在 元 素 a' 之 先 ,那么 在 集合 (8) 
中 ,其 相应 的 元 素 & 也 须 先 于 元 素 b'. 依 大 小 排列 的 有 理 数 集合 
和 我 们 按 螺旋 折线 排列 使 之 为 可 数 的 有 理 数 集合 ,从 对 应 观点 
看 来 是 等 价 的 ,但 从 顺序 现 点 看 来 则 否 . 换 名 话说 ,它们 具有 相 
同 的 基数 ,但 是 序 型 不 同 . 

所 以 康 托 尔 创 出 了 一 种 序 型 理论 , 它 表 现 为 有 限 算术 中 的 
序数 的 翻版 ,不 过 ,从 前 的 序数 有 这 样 的 基本 性 质 , 即 任 何 两 个 
集合 的 基数 若 相 同 , 则 序数 也 就 相同 , 正 为 这 点 ,我 们 才能 很 容 
易 地 进行 相互 变换 .然而 在 康 托 尔 的 无 限 算术 里 ,两 个 集合 也 许 
可 以 用 同一 个 基数 来 计量 ,但 是 在 序数 上 是 不 同 的 ,或 者 如 康 托 
尔 所 说 的 ,不 相似. 
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因此 , 单 是 紧密 性 本 身 并 不 妨碍 可 数 性 ,而 添补 法 也 和 消去 
法 一 样 丝 台 不 影响 到 集合 的 势 .于 是 我 们 在 某 种 程度 上 对 康 托 
尔 的 次 一 个 推论 就 不 太 惊 论 了 ;这 个 推论 说 ;代数 数 的 集会 也 是 
可 数 的 . 康 托 尔 的 这 条 定理 的 证明 实在 是 人 类 天 才 的 胜利 . 

他 开始 先 给 他 称 为 方程 的 高 下 了 一 个 定义 ;高 就 是 方程 的 
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各 系数 的 地 对 值 之 和 加 上 方程 的 次 数 减 一 .例如 方程 2x3 - 3x 
+4x -SS=0, 其 高 总 =16, 因 为 2+3+4+5+(3- 1)=16. 

他 第 二 步 证 明 ,以 任 一 正 整 数 上 为 高 的 方程 的 个 数 是 有 限 

的 .这 就 可 以 教 我 们 将 一 切 的 代数 方程 依 其 高 的 递增 来 分 组 ;我 

们 可 以 证 明 ,高 为 一 的 方程 只 有 一 个 ; 商 为 二 的 有 三 个 ;高 为 三 
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已 经 知道 , 想 把 一 切实 数 排 成 一 种 可 数 序列 是 不 可 能 的 .至 于 其 
证 明 却 到 1883 年 才 给 出 .我 不 能 细 述 证 明 的 详情 ,其 大 体 原则 
是 假定 一 切实 数 已 经 排 成 某 种 系列 ,再 用 一 种 我 们 今日 叫 作对 
角 线 法 的 方法 证 明 , 还 存在 着 另外 一 些 数 ,它们 既是 实数 ,可 是 
又 不 包括 在 已 可 数 的 系列 之 内 . 

这 个 证 明 有 一 -个 间接 的 启示 , 它 具 有 重要 的 历史 意义 ,读者 
还 记得 柳 维 勤 对 超越 数 的 发 现 吧 . 柳 维 勒 的 这 一 存在 定理 ,现在 
又 作为 康 托 尔 的 “连续 统 不 可 数 的 "定理 的 一 个 副产品 ,重新 建 
立 起 来 了 .代数 域 和 超越 域 二 者 之 间 相 对 的 丰富 性 ,对 于 柳 维 勘 
只 有 一 种 含糊 的 意思 ,而 今 却 为 康 托 尔 十 分 严密 地 表述 出 来 了 . 
他 证 明代 数 数 域 具 有 自然 数 集合 的 势 a ,而 超越 数 却 具有 连续 
统 的 势 “. 这 样 ,超越 数 较 之 代数 数 多 得 不 可 比拟 这 个 争论 到 此 
就 获得 了 真正 的 意义 . 

在 这 里 ,在 实数 域内 ,部 分 也 是 可 以 和 全 体 有 同样 的 势 ;用 
其 利 酷 的 怪 话 来 说 : "长 线 不 比 短线 有 更 多 的 点 ." 事 实 上 ,一 个 
线段 ,不 论 其 怎么 短 , 都 与 无 限 长 的 线 有 相等 的 势 ;一 块 面积 ,不 
论 其 怎么 小 ,都 具有 整个 平面 的 势 : 一 定 体积 ,不 论 其 怎么 小 ,都 
具有 三 度 无 限 空间 的 势 .总 而 言 之 ,分 割 和 合并 ,也 跟 消 去 和 添 
补 一 样 ,不 会 影响 一 集合 的 势 . 
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在 这 点 上 ,我 们 的 直觉 又 悄悄 地 在 提示 了 .下列 各 种 高 维 流 
形 的 情形 又 怎样 呢 ; 平 面 上 的 点 集合 所 表示 的 复数 域 ;空间 内 的 
各 点 ;向 量 和 四 元 数 ; 张 量 和 和 矩阵 ;以 及 其 他 的 繁杂 复数 ,数学 家 
已 经 把 后 者 当 作 单个 的 数 , 它 们 遵从 数 的 运算 规律 ,但 又 不 能 像 
直线 上 的 点 那样 地 在 连续 状态 下 来 表示 .这 些 流 形 当然 要 比 线 
连续 统 有 更 高 的 势 吧 ! 在 三 度 空 间 中 ,在 四 面 八 方 无 限 候 延 的 
宇宙 中 ,当然 总 比 一 英寸 长 的 直线 有 更 多 的 点 吧 1! 

这 可 能 也 是 康 托 尔 早期 的 思想 .不 过 他 结果 证 明 直觉 在 这 


里 又 骗 了 我 们 .二 度 或 三 度 空 间 的 点 的 无 限 集合 , 营 至 依赖 于 三 


个 以 上 (实际 可 为 任意 多 个 ) 变 数 的 数学 实体 ,其 势 也 仍然 不 大 
于 线 连续 统 的 势 .不 但 如 此 ,假如 我 们 能 够 想 出 一 种 变化 的 东 
西 , 它 在 每 一 瞬间 的 状态 都 依赖 于 无 限 多 个 独立 变数 ,就 是 说 ， 
一 个 ^ 住 在 "可 数 无 限度 空间 的 实体 ,这 种 实体 的 全 体 ,也 不 比 直 
线 连 续 统 有 更 大 的 执 , 闻 时 也 不 比 一 英寸 直线 有 更 大 的 势 . 

这 种 说 法 可 真 使 我 们 惊异 , 它 如 此 直接 地 和 我 们 的 大 小 观 
念 相 矛盾 ,以 至 于 近乎 荒 谣 . 在 康 托 尔 首次 发 表 它 时 ,的确 许多 
人 都 这 样 想 ,有 许多 第 一 流 的 思想 家 ,至 少 也 是 非常 诚 惧 诚 恐 地 
来 接受 它 . 但 是 康 托 尔 对 于 这 个 基本 命题 的 证 明 是 这 么 简单 ,其 
至 聪明 的 小 孩 也 能 明了 . 

我 将 就 平面 上 的 点 来 说 明 这 个 命题 :读者 可 以 看 出 这 种 论 
法 具有 完全 的 普遍 性 ,因为 其 长 为 1 的 线段 和 无 限 长 的 直线 有 
同样 的 势 , 又 边 长 为 1 的 正方 形 和 无 限 大 的 平面 有 同样 的 势 , 那 
么 我 们 只 要 证 明 这 线段 和 这 正方 形 之 间 能 建立 起 一 一 对 应 的 关 
系 就 够 了 . 

现在 , 附 图 中 O488B 正方 形 内 任 一 点 P ,我 们 知道 是 可 以 用 
两 个 坐标 x ,y 表 出 的 .这 两 个 数 都 是 实数 ,而 上 且 不 大 于 1, 所 以 
都 可 以 写成 小 数 .这 两 个 小 数 都 可 以 看 作 是 无 究 的 ,因为 即使 是 
有 穷 的 小 数 ,也 可 以 在 最 后 一 位 有 效 数字 后 加 上 无 数 个 零 而 变 
为 无 穷 的 .假设 我 们 将 这 两 个 小 数 写成 下 列 形式 : 

X=.ai |az| a3| alaslas| ee 

y=0.61|162| 53 | 84| 6s| 661*. 
然后 我 们 作出 第 三 个 小 数 z ,轮流 插 用 x 和 *y 的 数字 , 即 ， 

z = 上 00. | az]52je3|83| as|54| 

这 个 小 数 也 是 一 个 实数 ,我 们 可 在 0C 线 分 上 用 一 点 @ 表 出 . 
这 样 P 和 9 所 建立 的 对 应 是 闻 首 的 和 唯一 的 ;因为 车 已 知 x 和 
Y 便 能 够 作出 且 只 能 作出 一 个 :反之 若 知 道 z ,也 可 以 得 出 x 
和 和 y, 因 而 得 出 点 P. 
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在 它们 之 间 是 什么 嘱 ? 在 它们 以 外 ,又 是 什么 呢 ? 

在 康 托 尔 的 理论 中 ,并 没有 任何 东西 可 以 禁止 超 限 数 ce 和。 
之 疗 不 能 有 其 他 的 超 限 数 .然而 一 切 已 知 的 点 集 若 不 是 重 有 理 数 
域 或 代数 数 域 一 样 为 可 数 的 ,就 是 像 超 越 数 域 一 样 具 有 算术 连续 
统 之 势 .所 有 想 建立 一 种 人 工 的 点 集 使 其 势 “ 大 于 "自然 序列 而 
“小 于 "直线 上 的 点 集 的 企图 ,至 今 都 无 福 莽 上 成 功 的 王冠 . 

另 一 方面 ,其 势 大 于 *e 的 集合 已 经 知道 是 存在 的 .其 中 有 
一 种 称 作 函数 流 形 , 它 就 是 两 个 连续 统 之 间 所 作出 的 一 切 对 虚 
的 全 体 .这 全 体 是 不 能 用 连续 的 直线 上 的 点 匹配 完毕 的 ,正如 后 
者 不 能 以 自然 数 匹配 完毕 一 样 . 它 相 应 的 基数 用 了 表示 .同样 
地 , 康 托 尔 的 理论 又 绝 未 限制 在 c 和 Ff 中 间 不 能 有 其 他 的 超 限 
数 存在 ,然而 其 势 大 于 < 面 小 于 /的 集合 也 还 一 直 未 曾 发 现 过 ， 
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而 及 ,在 了 之 外 仍然 有 更 大 的 基数 .对 角 线 法 既然 能 让 我 们 [225] 


由 连续 统 推 出 润 数 “ 空 间 ”, 我 们 就 可 以 同样 用 它 由 函数 空间 推 
出 不 能 和 对 应 的 集合 相 丐 配 的 超 函 数 空 间 . 照 这 种 办 法 ,可 以 作 
出 具有 更 高 更 高 的 势 的 集合 ,我们 无 法 设想 这 种 过 程 是 会 有 尽 
头 的 . 
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这 样 就 推 到 最 后 的 边界 了 , 康 托 尔 的 理论 宣布 了 没有 最 后 
的 超 限 数 .这 个 断 语 很 奇怪 地 和 另 一 个 断 语 很 相像 :没有 最 后 的 
有 限 数 .然而 后 者 是 一 种 公认 了 的 假定 ,是 有 限 算术 的 基本 假 
定 , 至 于 在 无 限 算术 中 ,这 个 类 比 的 陈述 则 似乎 是 整个 理论 的 有 还 
辑 结论 . 

没有 最 后 的 超 限 元 1! 这 个 命题 听 起 来 是 极其 自然 的 ,可 是 
其 中 包含 着 一 大 包 炸 药 , 几 乎 炸 坏 了 整个 理论 ,这 正好 发 生 在 当 
康 托 尔 征服 了 他 的 第 一 批 反 对 者 的 奖 强 抵抗 ,有 充分 理由 相信 
他 的 原理 已 经 大 获 全 胜 的 时 候 . 差 不 多 与 此 同时 , 发现 了 一 连 趾 
的 “现象 " ,尽管 它们 似乎 性 质 各 不 相同 ,可 是 都 表明 着 什么 地 方 
出 了 乱 子 了 .意大利 的 布 拉 里 一 福 蒂 (Burali - Fori) ,英国 的 罗 
素 ,德国 的 克 尼 和 希 (Kbnig) ,法 国 的 里 夏 尔 (Richard) ,都 各 自发 现 
了 一 些 二 律 背 反 和 悖 论 , 它 们 各 以 其 作者 命名 .这 一 回 , 就 像 应 
用 实际 无 限于 数学 是 否 合 法 的 问题 一 样 , 康 托 尔 的 方法 和 演绎 
是 否 有 效 的 问题 再 次 发 生 了 . 

.车 把 所 发 现 的 这 种 矛盾 的 性 质 详细 介绍 , 那 就 走 得 太 远 了 . 
虽然 这 些 悖 论 各 不 相 类 ,但 它们 似乎 都 围绕 着 一 个 问题 :一 切 这 
全 各 词 如 果 要 在 数学 上 使 用 的 话 , 应 该 怎样 使 用 才 对 ? 如 果 这 
个 和 名词 能 够 自由 地 使 用 于 心中 所 能 设想 的 任 林 动作 的 话 ,那么 
我 们 便 可 以 说 一 切 集 合 的 集合 .现在 ,如 果 这 是 一 -个 康 托 尔 意义 
的 集合 , 则 它 必定 也 有 一 个 基数 .这 个 起 限 数 就 是 "所 能 设想 的 
最 大 数 ” ,因为 ,难道 我 们 能 够 设想 出 一 个 集合 ,其 势 大 于 一 切 集 
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合 的 集合 吗 ? 所 以 ,这 个 基数 是 最 后 的 超 限 数 , 它 是 我 们 名 之 日 
数 的 这 个 抽象 物 在 其 进化 中 的 真正 超 终极 的 一 步 了 ! 然而 , 刚 
刚 不 是 说 过 :没有 最 后 的 超 限 数 吗 ! 
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自从 这 些 悖 沦 提出 以 后 ,岁月 已 经 流逝 了 许多 ;有 许 史 解答 
提 了 出 来 ,问题 的 两 个 方面 都 有 人 写 过 成 干 篇 的 论文 , 康 托 尔 派 
及 其 反对 者 都 各 尽 了 其 读 请 之 能 事 .然而 问题 仍然 没有 结果 , 康 
托 尔 发 现 数学 不 可 分 割 ;他 现在 却 使 它 分 型 为 两 个 敌对 的 车 刍 . 

要 用 我 所 使 用 的 简单 的 方法 来 介绍 这 敌对 的 数学 上 两 “党 ” 
的 “ 政 网 ,而 又 如 我 所 希望 地 那样 汶 免 一 切 专门 的 术语 , 那 是 不 
可 能 的 .然而 ,如 果 对 近代 数学 中 这 一 最 为 紧要 的 事情 闭口 不 
所, 则 又 使 我 的 节目 太 不 完全 了 .因此 我 将 简单 而 扼要 地 令 述 一 
下 双方 主要 代表 人 物 所 发 表 的 悖 论 ， 

在 “形式 主义 者 "一 边 有 和 希 尔 伯 特 .罗素 .区 梅 罗 (Zermele). 
他 们 是 替 康 托 尔 辩护 的 “ 孟 什 维 克 深 ” ,这 样 叫 的 原因 是 因为 他 
们 想 要 保全 他 的 少数 派 岗 领 .他 们 承认 无 限制 的 滥用 "一切 ”、 
“集合 " “对 应 "、 数 "等 和 名词 是 不 许可 的 ,但 是 ,解决 的 办 法 并 非 
完全 否定 集合 论 ,而 是 要 依据 纯粹 理性 来 把 该 理论 重新 改造 ,我 
们 必须 设计 一 个 公理 体系 供 作 该 理论 的 基础 ,而 且 为 了 使 我 们 
确信 我 们 再 也 不 会 被 直觉 引入 歧途 ,我 们 必须 建立 该 体系 的 纯 
形式 的 、 退 辑 一 致 的 纲领 , 即 一 个 没有 内 和 容 的 框架 ,建立 了 这 样 
一 个 包罗 万 象 的 不 相 予 盾 的 系统 之 后 ,我 们 就 可 以 以 之 作为 无 
限 算术 的 基础 ,这 样 我 们 就 敢于 相信 再 不 会 有 什么 悖 论 或 二 律 
背 反 来 扰乱 我 们 肉 心 的 和 平 了 .和 希 尔 伯 特 说 “休想 有 人 能 把 我 
们 其 康 托 尔 为 我 们 所 创造 的 乐园 中 赶 出 .” 
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直觉 主义 者 自从 克隆 尼克 开 其 源 , 彭 加 勤 助 其 势 之 后 ,我 们 
一 183 一 


今日 的 代表 者 有 如 下 几 个 大 思想 家 , 例如 荷兰 的 布 劳 威 尔 


(Brouwer) 德国 的 魏 尔 (Weyl) 等 ,法 国 的 博 填 尔 (Borel) 在 某 种 
程度 上 也 可 以 算 在 内 ,他 们 却 另 有 一 本 经 .他 们 说 , 康 托 尔 主义 
不 是 把 集合 的 定义 仅仅 调整 一 下 就 可 以 得 救 的 .其 病源 远 在 康 
托 尔 之 前 ,病根 业已 其 深 , 数 学 的 整个 体系 都 蒙受 了 它 的 影响 . 
魏 尔 说 ; 
“我 们 非得 学 会 一 种 新 的 谨慎 态度 不 可 ,我 们 已 经 弄 得 

风云 满 天 , 但 所 成 功 的 只 是 赤 云 架 填 ,一 种 不 能 承受 真心 实 

意 地 打算 站 在 它 上 面 的 人 的 烟 堵 .所 谓 有 效 也 者 ,似乎 那么 

地 无 意义 ,以 至 于 可 以 严重 地 怀疑 到 分 析 学 究竟 是 否 可 

能 .” 

对 于 直觉 主义 者 ,问题 不 只 限于 集合 论 的 范围 .他 们 认为 一 
个 慨 念 要 能 在 数学 领域 内 成 立 ,不 是 “适当 地 定义 "就 够 了 : 它 还 
必须 是 可 构造 的 .一 个 概念 不 但 必须 在 各 义 上 有 其 存在 ,而 且 应 
该 给 出 一 个 可 决定 此 概念 所 代表 的 对 象 的 实在 的 构造 .至 于 谈 
到 和 构造 ,唯一 允许 使 用 的 就 是 有 概算 法 ,或 者 是 一 一 自然 这 是 一 
种 让 步 那 种 无 限 算法 , 它 可 以 用 有 限 次 的 步骤 化 为 有 限 算 
法 . 既 设 想 有 无 限 个 单个 的 物体 ,又 同时 把 这 无 限 的 全 体 设 想 作 
一 单个 物体 .这 种 思想 上 的 动作 不 属于 应 予 认 许 的 概念 的 范畴 
之 内 ,必须 先 验 地 屏 弃 于 算术 之 外 .这 不 仅 意 味 着 要 把 集合 论 打 
个 粉碎 ,而且 即 便 是 无 理 数 概念 也 必须 大 大 改变 一 下 ,直到 把 分 
析 学 中 漫 无 节制 地 应 用 无 限 所 生出 的 污秽 一 扫 而 尽 为 止 .“ 因 
为 ， 魏 尔 说 ,数学 ,即使 就 贯穿 其 中 的 逻辑 形式 而 言 , 也 是 全 部 
依赖 于 自然 数 的 概念 的 ,” 
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正当 分 析 学 基础 的 有 效 性 受到 猛烈 冲击 的 时 候 ,这 个 结构 
自身 却 很 快 地 站 立 起 来 了 .每 年 都 可 以 看 到 进步 ;这 种 进步 ,如 
果 在 19 世纪 就 往往 需要 几 十 年 时 间 , 每 年 都 看 到 了 新 的 归纳 知 
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识 领 域 的 开辟, 这 些 知识 都 毫 无 抵触 地 接受 了 数学 分 析 的 渗透 ， 
至 于 物理 一 -物理 是 分 析 学 所 征服 的 第 一 个 地 带 一 一 相对 论 的 
泛 宇宙 只 不 过 是 微分 形式 的 宇宙 ,微观 世界 中 的 不 连续 现象 看 
来 也 是 服从 波动 力学 定律 的 ,而 这 些 定律 从 各 方面 着 来 恰好 是 
微分 方程 的 一 种 理论 上 的 应 用 . 

我 们 又 看 见 了 那些 大 声 宣 称 王 国 基 础 不 稳 的 人 物 的 怪事 
一 一 我 们 看 到 这 批 忧郁 的 领导 人 却 时 时 抛 开 了 他 们 自己 的 报警 
之 言 , 而 参加 了 扩充 王国 的 狂热 活动 ,把 战线 远 而 又 远 地 向 前 椎 
进 着 . 

这 就 是 逻辑 的 王国 . 
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从 人 们 神奇 地 想象 出 一 对 野鸡 和 两 天 都 是 数字 2 的 两 个 例 
子 的 那天 起 ,一 直到 人 们 想 用 数字 来 表达 他 自己 的 抽象 能 力 的 
这 一 天 止 一 一 这 是 一 条 漫长 而 艰苦 的 道路 ,有 着 许 许多 多 的 还 
加 和 曲折 . 

我 们 是 不 是 已 经 走 到 了 山 穷 水 尽 的 地 步 了 呢 ? 我 们 是 否 不 
得 不 走 回 头 路 呢 ? 再 不 然 就 是 ,现在 的 这 一 危机 是 不 是 又 只 是 
另 一 个 急 转 凌 ,在 这 里 , 若 以 过 去 推断 未 来 的 话 , 数 又 将 大 获 全 
胜 ,而 使 我 们 灶 登 上 新 的 更 加 令 人 炫目 的 高 诬 呢 ? 


第 12 章 两 种 实在 性 


“在 未 知 的 岸上 ,我 们 发 现 了 一 种 奇 滩 的 足 这 .我 
们 想 出 种 种 深 扯 的 学 理 来 推 究 足迹 的 来 攻 . 我 们 终了 
又 成 功 地 再 造 了 印 下 此 种 足迹 的 生物 . 量 呀 ! 原来 就 
是 我 们 自己 .” 
一 一 爱 本 顿 (A.S.Edqdington ) 
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已 经 到 了 我 的 故事 的 结局 了 .我 的 目的 本 来 是 根据 过 去 的 
历史 来 视察 数 的 科学 的 现状 ;因此 ,在 这 视察 的 末尾 一 章 中 ,向 
未 来 投 以 一 向 ,似乎 也 是 合宜 的 .然而 未 来 分 明 是 属于 先知 们 
的 ,我 应 该 尊重 他 们 的 特权 . 

这 里 还 剩 着 永恒 的 现在 :也 就 是 关于 实在 性 的 争论 ,这 个 争 
论 自从 人 类 首次 自觉 地 想 要 估计 他 在 宇宙 中 的 地 位 时 ,就 成 为 
哲学 家 监管 的 对 象 ; 今 天 它 还 是 哲学 家 的 首要 任务 . 

所 以 我 完全 知道 , 选 实在 性 作 这 末 章 的 主题 ,实在 是 侵入 了 
一 个 与 我 的 素养 无 关 而 叉 与 我 的 见地 无 关 的 领域 了 .我 更 要 承 
认 ,我 对 于 这 个 古老 的 二 难 论证 是 不 会 有 所 贡献 的 ;我 也 不 想 把 
从 苏 格 拉 底 以 来 豆 相 敌对 的 各 派 哲学 家 已 说 过 的 有 关 这 个 争论 
的 内 容重 复 一 遍 . 

我 的 兴趣 完全 限于 : 数 的 科学 在 人 类 知识 的 总 体 里 所 占 的 
位 置 .从 这 个 观点 出 发 ,我 将 考虑 数 的 观念 和 我 们 感官 所 得 的 实 
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在 性 之 间 的 关系 ,希望 由 此 而 能 明了 数学 在 创造 新 实在 性 ( 即 现 


代 科 学 的 超 实 在 性 ) 的 历史 上 所 扮演 的 角色 . 
2 


对 于 实在 性 的 论点 ,哲学 家 和 数学 家 所 取 的 态度 存在 着 这 
样 根本 的 差异 :在 哲学 家 看 来 ,这 论点 是 至 高 无 上 的 ;而 数学 家 
对 实在 性 的 爱情 则 纯 桩 是 柏拉图 式 的 精神 恋爱 . 

数学 家 非常 乐于 承认 ,他 是 专门 和 心 的 行为 打交道 的 .的 
确 , 他 也 知道 组 成 他 的 行业 的 根基 的 独创 技能 ,来 源 于 感觉 印 
象 ,他 把 后 者 等 同 于 原始 实在 , 当 他 有 时 发 现 这 些 技 能 和 生 此 技 
能 的 实在 十 分 吃 合 时 ,他 并 不 感到 奇怪 .但 是 数学 家 拒绝 承认 用 
这 种 吻合 作为 其 成 就 的 判断 准则 :从 他 的 创造 性 想象 中 跳出 来 
的 东西 ,其 价值 是 不 能 用 其 在 物理 实在 性 中 的 实用 程度 来 衡量 
的 .不 ! 数学 的 成 就 要 用 数学 所 独 有 的 标准 来 衡量 .这 些 标准 和 
我 们 感官 所 得 的 原始 实在 无 关 , 这 些 标准 是 :没有 逻辑 上 的 矛 
盾 ; 制 约 此 种 创造 形式 之 规律 的 普遍 性 ;新 形式 与 原先 形式 之 间 
的 血缘 联系 . 

数学 家 好 比 一 个 服装 设计 师 ,他 实在 完全 忘记 了 穿 他 甸 制 
的 衣服 的 人 物 .当然 ,他 的 手艺 , 康 是 为 了 给 这 些 人 物 作 衣 服 的 ， 
不 过 那 是 好 久 以 前 的 事 了 ;到 了 现在 ,偶尔 忱 见 某 人 的 身材 正 合 
于 此 衣服 ,好 像 这 衣服 就 是 为 这 身材 而 制 的 ,这 样 就 有 了 无 限 的 
惊奇 和 喜悦 1 

这 样 可 喜 的 意外 确实 不 少 .图 锥 曲线 的 发 明 为 的 是 要 解决 
祈祷 神 坛 的 加 倍 的 问题 ,结果 却 变 成 了 诸 行星 绕 太 阳 环 行 的 轨 
道 .卡尔 丹 和 邦 别 利 所 发 明 的 虚数 数量 ,能 够 奇怪 地 描绘 出 交流 
电 的 特点 , 黎 受 的 幻想 所 产生 出 来 的 绝对 微 积 分 , 变 成 了 相对 论 
的 数学 方法 . 而 在 凯 雷 (Cayley) 和 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 时 代 完 
全 是 抽象 的 矩阵 , 却 可 惊 地 适用 于 由 重子 论 所 揭示 出 的 原子 的 
麻 异 位 置 . 
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虽然 这 些 意 外 是 那样 地 令 人 将 悦 ,但 去 发 现 它们 并 非 数学 
家 创造 性 工作 的 原动力 .在 数学 家 看 来 ,数学 是 他 发 挥 其 个 性 的 
最 好 场所 .为 数学 而 数学 1!“ 人 们 固然 为 这 口号 所 震惊 ," 豆 加 勒 
说 “可 是 它 跟 为 人 生 而 人 生 可 以 六 美 ,如 果 人 生 不 过 是 愁苦 的 


3 


宗教 是 各 种 科学 的 母亲 .儿女 长 大 后 就 离开 了 母亲 ;哲学 住 
在 家 中 以 娱 老母 的 刚 景 ,而 在 长 期 的 其 守 中 ,这 位 女儿 的 故事 比 
母亲 还 要 长 些 . 

到 了 现在 ,哲学 的 中 心 问题 还 带 着 神学 意味 . 照 我 春来 ,后 
学 所 最 缺乏 的 就 是 一 种 相对 性 原理 . 

相对 性 原理 只 是 一 种 限制 的 法 规 : 它 规定 了 一 种 学 问 的 活 
动 范围 ,而 号 坦 白地 承认 ,没有 办 法 能 确定 某 一 组 事实 究竟 是 所 
观察 物 的 表现 呢 , 还 是 观察 者 的 幻觉 . 

相对 性 原理 是 一 种 谦让 的 行为 ,哲学 的 相对 性 原理 则 在 于 
坦白 承认 下 述 的 古老 的 二 难 论证 之 不 可 能 解决 :宇宙 究竟 是 自 
有 其 存在 呢 , 还 是 只 存在 于 人 心中 呢 ? 对 于 一 个 科学 家 讲 来 , 接 
受 这 个 或 那个 假设 完全 不 是 “存在 或 不 存在 "(To be or not to 
be) 的 问题 ;因为 站 在 有 逻辑 的 立场 , 哪 一 个 假设 都 是 持 之 有 故 的 ，; 
而 站 在 经 验 的 立场 , 哪 一 个 假设 也 是 不 能 证 明 的 .所 以 ,其 选择 
始终 不 过 是 一 种 权宜 手段 和 方便 做 法 而 已 .科学 家 的 行为 总 是 
把 这 个 世界 当 作 一 个 由 定律 支配 的 而 与 他 自己 的 行为 和 思想 完 
全 无 关 的 绝对 整体 ;可 是 每 当 他 发 现 了 一 个 定律 或 是 异样 地 简 
清 , 或 是 彻底 地 普遍 ,或 是 暗示 出 大 字 宙 的 无 比 和 谐 的 时 握 , 他 
就 应 当 聪 明 地 想 一 想 ,他 的 心灵 在 这 个 发 更 中 起 什么 作用 ,究竟 
他 在 永恒 的 池塘 中 所 见 到 的 美丽 影 象 是 这 永恒 的 本 质 的 表现 
呢 ,还 是 只 是 他 自己 心灵 的 一 种 反映 ? 
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如 果 我 们 试图 确定 一 般 的 数 概 念 的 实在 性 程度 , 档 学 家 关 
于 实在 性 的 思辩 对 我 们 是 没有 多 大 用 处 的 .必须 找 出 别 的 方 
法 ,这 一 点 是 肯定 的 .不 过 ,我 先 要 处 理 一 下 术语 中 的 某 些 含糊 
性 . 

数学 家 所 用 的 一 些 术 请, 总 而 言 之 还 是 字 , 是 属于 远古 以 来 
人 类 企图 用 以 表现 其 思想 (数学 的 和 非 数学 的 ) 的 有 限 的 词汇 中 
的 字 . 在 这 些 术 语 中 ,有 些 , 例 如 几何 (Geemetry ) 和 微 积 分 (Cal- 
eulus) ,已 经 失去 了 其 原来 的 双重 意义 ,人 人 都 知道 它们 在 数学 
实 虐 中 所 获得 的 特殊 意义 ,但 是 其 他 一 些 术 语 , 例 如 逻辑 的 和 非 
逻辑 的 ,有 理 和 无 理 , 青 限 和 无 限 , 实 和 虚 , 就 在 现在 还 保留 着 多 
重 意义 ,数学 家 极 少 去 作 形 而 上 学 的 贸 险 ,对 于 他 ,这 些 术语 都 
有 非常 特定 而 且 毫 不 含糊 的 含义 ;对 于 哲学 家 来 讲 ,这 些 术 语 也 
基 他 行当 中 所 习 用 的 .也 有 非常 特定 然而 完全 不 同 的 含义 ;对 于 
既 非 数学 家 又 非 哲学 家 的 人 来 讲 , 这 些 字 却 有 一 种 广泛 而 且 颇 
为 模糊 的 意义 . 

在 哲学 家 企图 将 他 关于 数学 基本 概念 的 分 析 旺 示 于 外 行 大 
众 以 前 ,还 没有 出 现 什 么 困难 .而 当 他 这 样 作 时 ,类 似 无 限 或 实 
在 性 这 些 词 便 在 外 行人 的 头脑 中 产生 了 无 可 挽救 的 混乱 ， 

特别 是 实 和 虚 的 概念 ,这 两 个 不 幸 的 而 却 是 历史 上 不 可 避 
免 的 术语 是 由 一 位 哲学 家 一 一 箔 卡 儿 作出 的 . 产 数 这 个 名 词 , 当 
着 a + -5 这 种 数量 还 没有 找到 具体 的 基础 时 ,这样 叫 是 有 其 
理由 的 .但 当 这 些 数 量 一 且 找 到 了 解释 ,虚数 这 个 和 名词 之 不 适当 
就 立即 被 认识 到 了 -高 斯 这 样 说 道 

“这 个 论题 被 从 这 样 一 种 雇 误 的 观点 来 探讨 ,而 且 被 这 

种 神秘 的 暧昧 所 包围 ,主要 是 困 为 所 用 术语 的 不 当 .如果 + 

1, -1,V ~1 不 叫 作 正 一 , 负 一 , 庶 数 单位 (有 了 时 甚至 于 叫 作 

不 可 能 ), 而 四 作 , 比 如 说 , 正 向 单位 , 反 向 单位 , 侧 向 单位 ， 


这 种 暧昧 就 可 以 避免 了 .” 
然而 这 种 抗议 往往 是 徒然 的 :虚数 这 个 名 词 已 经 是 根 供 带 


固 的 了 .数学 术语 的 稳定 性 是 惊人 的 ,这 也 许 是 由 于 数学 家 的 保 [235] 


守 主 义 , 或 者 是 由 于 他 选用 名词 时 不 很 在 意 , 只 要 不 含有 模糊 不 
清 就 行 . 虽 则 如 此 ,复数 这 个 名 词 终于 已 经 半 冷 半 热 地 用 来 代替 
了 虚数 ,不 过 直到 如 今 ,两 个 术语 还 都 在 通用 着 , 至 于 把 实数 这 
个 名 词 改 为 更 恰当 的 术语 ,就 一 直 不 管 有 人 提 这 . 

虚数 这 个 术语 ,在 此 种 意义 上 的 应 用 ,使 若干 实在 论 专家 得 
以 拿 来 作证 据 ,说 近代 数学 是 如 何 浸 于 神秘 性 之 中 .了 他们 争辩 
说 ,数学 家 在 选用 这 些 术 语 时 ,就 自 认 这 种 数量 的 虚幻 性 了 .这 
样 的 辩论 , 跟 一 位 矿物 学 家 说 微 积 分 有 石头 的 性 质 其 道理 差 不 
多 ,因为 caleulus( 微 积分 ) 这 字 的 原 义 是 石 卵 . 
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如 果 复 数 果 然 有 任何 不 实在 性 的 话 , 那 既 不 是 由 于 它 的 定 
名 ,也 不 是 因为 它 使 用 了 符 导  - 1: 复数 只 不 过 是 把 一 对 实数 
当 作 单个 数 来 看 待 , 不 能 因此 而 说 它 比 组 成 它 的 实数 更 为 虚幻 ， 
或 者 更 不 典 纪 .所 以 ,要 评论 数 的 概念 的 实在 性 ,就 应 当 返 回 到 
实数 上 去 .在 这 里 , 哲 学 家 或 许可 以 找到 他 所 要 寻找 的 数学 的 神 
秘 性 的 大量 证 据 . 

不 论 我 们 的 自然 数 概念 抽象 到 什么 地 步 ,其 概念 发 源 于 有 
限 集合 体 这 一 可 和 些 的 “实在 性 ” . 当 我 们 开始 把 这 些 数 当 作 总 体 
来 看 竺 时 ,我 们 必然 带 进 了 一 切 这 个 名 词 及 其 全 部 含义 ,但 无 限 
概念 被 用 于 有 理 算术 中 ,只 限于 断定 每 个 数 都 有 其 后 继 数 .其 所 
以 提出 此 种 计数 过 程 的 无 限 性 质 ,是 为 了 使 整数 的 运算 法 则 具 
有 绝对 的 普遍 性 ;在 这 里 无 限 之 被 使 用 只 是 潜在 的 ,并 不 具有 现 : 
实 性 ， 

有 理 数 不 过 是 一 对 整数 ,所 以 其 实在 性 不 亚 于 整数 .如 果 我 
们 如 克 降 尼克 所 教 的 那样 ,避免 了 无 限 算法 ,从 而 避免 了 无 理 
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数 ,那么 复数 也 不 过 是 一 对 有 理 数 ,而 当 我 们 说 有 理 数 具有 任何 
一 种 实在 性 或 非 实在 性 时 , 则 复数 也 具有 这 种 实在 性 或 非 实 在 
性 .但 是 为 了 寻找 出 一 个 域 ,使 得 每 个 代数 方程 在 此 域 中 都 有 一 
个 根 存在 ,我 们 就 不 得 不 承认 无 限 算法 为 合法 ,而 我 们 称 作 实数 
的 东西 就 是 从 这 里 产生 出 来 的 ,我 们 不 能 继续 限于 把 无 限 当 作 
一 种 比拟 之 言 ,或 者 当 作 不 论 包 大 的 数 都 有 一 个 数 比 它 更 大 的 
数 的 陈述 的 缩写 :演变 之 道 就 是 把 无 限 请 来 当 作 数 的 产生 原则 ; 
于 是 ,每 个 数 都 被 看 作 一 个 无 限 算法 的 最 后 一 步 ;无 限 概念 就 被 
织 进 我 们 的 广义 的 数 概念 中 了 . 

自然 数 域 是 建筑 在 加 一 的 运算 可 以 重复 无 限 次 的 假定 之 上 
的 ,但 它 明白 规定 ,此 种 过 程 的 最 后 一 步 自身 是 不 能 当 必 一 个 数 
的 .推广 到 实数 时 ,不 但 把 无 限 重复 的 有 效 性 扩张 到 了 任意 的 有 
理 运 算 , 它 实际 上 是 抛弃 了 这 种 限制 而 认为 这 种 过 程 的 极限 也 
是 忠实 的 数 . 

这 也 正 是 名 词 的 反 语 ,所 请 实数 ,是 牺牲 了 我 们 归 之 于 自然 
数 的 一 部 分 实在 性 而 得 到 的 . 
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这 些 无 限 算法 将 绝对 普遍 性 赋 子 我 们 的 算术 ,使 之 成 为 我 
们 的 几何 直觉 与 力学 直觉 之 工具 ,更 由 几何 和 力学 使 得 我 们 能 
用 数 表示 出 物理 和 化 学 的 现象 ,那么 ,这 些 无 限 算法 的 实在 性 又 
如 何 呢 ? 真 的 ,如 果实 在 性 只 限于 我 们 感官 的 直接 经 验 , 则 数学 
家 也 好 , 暂 学 家 也 好 ,外 行人 也 好 ,没有 一 个 会 思考 的 人 了 能够 说 
这 种 概念 是 有 实在 性 的 ， 
可 是 ,普遍 的 意见 却 都 以 为 ,无 限 的 有 效 性 万 是 经 验 科学 进 
程 里 的 必然 产物 ,如 用 我 自己 的 话 来 反 驶 这 种 论点 , 那 就 显得 我 
太 想 掠 美 了 ,因为 希 尔 伯 特 在 纪念 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 有 名 演讲 里 ， 
已 经 有 了 那么 雄辩 的 答案 : 
“无 限 啊 ! 从 来 没有 别 的 问题 这 么 深刻 地 打动 人 类 的 


精神 ; 也 没有 别 的 观念 这 么 有 效 地 刺激 起 人 类 的 智慧 ;然而 
也 没有 别 的 概念 能 像 无 限 概 念 这 么 霸 要 浴 清 …… 

“ 当 我 们 开 效 讨论 无 恨 的 精 苦 是 什么 时 ,我 们 必须 首先 
使 自己 明白 无 银 在 实在 性 上 的 意义 :那么 让 我 们 看 看 物理 
学 在 这 一 点 上 是 如 何 告诉 我 们 的 ， 

“自然 与 物质 所 给 与 的 第 一 个 朴素 印象 就 是 连续 性 .不 
论 是 一 块 金属 或 者 一 定 体 积 的 液体 ,我 们 不 能 不 相信 它 可 
分 为 无 限 部 分 ,而 每 一 部 分 不 论 其 如 何 小 ,也 具有 和 问 体 相 
同 的 性 质 . 然 而 ,不 论 研 究 物质 的 物理 方法 进步 到 什么 程 
度 , 我 们 必然 要 嫉 到 可 分 性 的 限制 ,这 种 限制 并 不 是 出 于 实 
验 欠 语 精 确 所 致 ,而 是 归属 于 现象 的 根本 性 质 .我 们 简直 可 
以 认为 ,对 于 无 限 的 类 避 万 是 现代 科学 的 一 种 趋势 , 古 庶 自 
然 界 没有 飞跃 也 将 用 它 的 反面 来 代理 :自然 界 确 有 飞跃 


“我 们 大 家 都 知道 物质 是 由 小 质点 即 原子 组 成 的 ,而 完 
观 现象 不 过 是 这 些 原 子 之 间 的 组 合 和 互相 作用 的 表现 黑 
了 .然而 物理 并 不 以 此 为 止境 :在 上 世纪 末 , 又 发 现 了 其 行 
为 更 加 特别 的 原子 电荷 .尽管 在 此 以 前 人 们 都 认为 电 是 一 
种 流体 ,是 一 种 连续 的 作用 ,这 时 孝明 白 了 电 也 是 由 焉 和 负 
的 电子 组 成 的 . 

“除了 物质 和 电 之 外 ,物理 中 还 有 另 一 种 实在 ,对 于 它 ， 
守恒 定律 也 是 成 立 的 ;这 就 是 能 .然而 ,即使 是 能 ,人 们 也 发 
现 了 它 是 不 能 简单 而 无 限 地 加 以 剖 分 的 . 普 朗 克 (Planck) 
已 经 发 现 了 能 量子 ， 

“结论 是 .实在 中 没有 一 处 存在 着 可 能 无 限 剖 分 的 均匀 
连续 统 , 存 在 着 可 能 实现 无 限 小 的 均匀 连续 统 , 一 个 连续 统 
的 无 限 剖 分 是 一 种 只 存在 于 思想 上 的 动作 ,只 蚌 一 种 观念 ， 
一 特 被 我 们 对 自然 的 观察 所 辟 乒 的 观 您 ,也 是 被 物理 及 化 
学 实验 所 改 斥 的 观念. 
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“我 们 在 自然 办 中 第 二 次 遇见 无 限 问题 的 地 方 就 是 
当 我 们 把 定 害 看 作 一 个 整体 的 时 候 .让 我 们 试 考察 这 个 
宇 害 的 外 延 , 着 一 着 是 否 存 在 一 种 无 限 大 .长 久 以 来 , 认 
为 宝 宙 是 无 限 的 意见 一 直 是 占 统治 地 位 的 观念 ,到 康德 
为 止 ,甚至 在 他 以 后 ,都 很 少 人 对 字 宙 的 无 限 性 有 什么 怀 
疑 . 

“在 这 里 ,现代 的 科学 ,特别 是 天 文学 ,又 重新 提出 了 这 
个 问题 ,而 且 试 图 作出 判定 ,不 是 根据 那 不 适 宣 的 形而上学 
思辨, 而 是 以 实验 和 自然 定律 的 应 用 为 基础 .这 又 出 现 了 对 
宇 秆 无 展 性 的 有 力 的 上 反对 .无 限 空间 只 有 在 欧 几 里 得 几何 
中 才 是 党 热 的 …… 爱 因 斯 塌 (Einstein) 证 明了 欧 几 里 得 几 
何 学 必须 效 弃 .他 出 他 的 万 有 引力 理论 的 立场 也 来 研究 这 
个 宇宙 论 的 问题 ,并 且 证 盟 了 有 限 世 界 的 可 能 性 ;而 天 文学 
家 们 所 发 现 的 全 部 结果 都 是 和 这 个 糖 图 宇宙 的 假设 相 一 至 
的 .” 


了 


这 样 ,我 们 对 于 物理 世界 的 知识 愈 进步 , 换 句 话说 ,我 们 用 
的 科学 仪器 把 我 们 的 感觉 世界 念 推广 ,我 们 就 愈 发 现 无 限 的 梳 
念 和 这 个 物理 世界 ,不 论 在 原则 上 ,在 实际 上 ,都 不 能 相 容 . 

既然 无 限 的 概念 不 是 迎 辑 的 必然 ,又 远 远 不 为 经 验 所 认可 ， 
而 一 切 经 验 都 只 是 断言 其 为 雇 误 ,那么 看 来 无 限 在 数学 应 用 上 
就 必须 在 实在 性 的 名 义 下 宣判 为 不 适用 .这 种 宜 判 将 把 数学 缩 
小 到 第 四 章 所 论 的 有 界 算术 和 有 界 几 何 中 .“ 所 谓 有 效 也 者 似乎 
那么 无 意义 ,以 至 于 可 以 严重 怀疑 到 分 析 学 究竟 是 否 可 能 ." 近 
三 个 世纪 的 数学 家 所 建立 的 摩天 大 厦 必 须 铲 平 至 地 基 为 止 ;由 
无 限 的 应 用 面 得 力 的 原理 和 方法 都 必须 去 掉 ; 牺 理学 曾经 如 此 
自信 地 应 用 极限 函数 和 数 等 概念 ,以 构成 和 分 析 其 问题 ,如 今 
须 得 重新 开始 了 :必须 重新 建立 其 林 础 , 找 出 新 的 工具 来 代替 那 
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被 宣判 了 的 工具 . 
这 一 切 都 是 以 实在 性 的 名 义 所 得 的 结果 1 
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当然 ,这 是 一 个 苛刻 的 网 领 .不 过 进行 了 这 样 的 修正 以 后 ， 
数学 中 经 过 了 这 种 清 滤 过 程 ,所 剩 下 的 一 点 点 东西 就 将 和 实在 
完全 一 致 了 . 

一 定 会 吗 ? 这 就 是 问题 了 ,而 且 这 问题 等 于 另 一 个 问题 ; 
“实在 性 是 什么 ?" 在 问 后 一 问题 时 ,我 们 不 需要 吹 毛 求 旋 的 定 
义 , 也 不 需要 文 不 对 题 的 通 辞 ;我 们 所 唯一 关心 的 是 我 们 应 该 赋 
予 实在 性 的 范围 ,这 是 我 们 今后 用 以 验证 何者 有 效 和 何者 无 效 
的 准则 . 

我 们 自然 要 转向 实在 性 的 各 色 专 家 去 请 教 .他 们 每 一 个 都 
奉献 出 他 那 特有 牌号 的 实在 性 ,但 是 说 到 这 个 唯一 的 实 让 ,好 像 
没有 这 人 么 一 件 东 西 .我 们 所 寻 的 境 过 就 如 法 国人 所 生动 地 描述 
过 的 ,embarras du choix( 无 所 适 从 ). 

在 这 些 牌 号 的 实在 性 中 ,有 两 种 实在 性 特别 引起 我 们 的 兴 
元 :主观 实在 和 客观 实在 .主观 实在 好 像 可 以 说 是 一 个 人 所 有 感 
官印 象 的 集合 .至 于 客观 实在 的 定义 , 售 各 派 哲 学 家 而 不 同 , 因 
为 正 是 在 此 处 ,在 我 们 意识 之 外 的 世界 存在 或 不 存在 的 二 难 论 
证 达到 其 最 高 点 .除去 一 切 形而上学 的 废话 ,除去 哲学 的 行 话 ， 
那 就 是 彭 加 勒 的 讲法 :我 们 称 作客 观 实在 的 东西 ,归根 结 底 ,就 
是 许 才 能 思维 的 生物 所 共有 的 东西 ,就 是 一 切 能 思维 的 生物 所 
能 够 共有 的 计 西 "尽管 这 个 说 法 含糊 不 济 , 尽 管 “一 坊 能 思维 的 
生物 能 够 共有 的 东西 "这 种 说 法 如 此 软弱 ,但 这 总 还 是 与 我 们 每 
人 春来 都 持 有 的 直觉 观念 中 的 实在 性 ,最 相近 的 一 种 说 法 了 . 


9 


决定 实在 性 的 有 效 范围 之 困难 ,显然 在 于 ,没有 人 能 将 他 自 
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己 的 感官 印象 集合 而 成 的 主观 实在 和 那 种 他 由 于 跟 现 在 的 或 过 
去 的 别人 接触 而 得 的 客观 实在 切实 分 开 , 对 原始 民族 的 心理 学 
的 研究 也 许 有 助 于 弄 清 这 个 问题 ,不 过 这 里 也 免不了 有 环境 的 


作用 .使 我 们 能 够 最 接近 地 去 掌握 这 种 主观 实在 的 莫 过 于 儿童 


心理 ;然而 ,因为 我 们 不 能 重建 我 们 儿 时 的 印象 , 那 就 只 好 依赖 
成 人 对 儿童 所 作 的 研究 ,这 种 研究 是 不 免 染 上 先入 之 见 的 色彩 
的 ， 

我 们 且 假 定 各 人 的 主观 实在 相当 于 赫 尔 姆 霍 茨 (Helmholtz) 
和 马赫 (Mach) 等 生理 学 家 和 心理 学 家 这 一 派 的 由 声 、 光 、 触 等 
知觉 所 得 的 材料 .如 果 取 这 种 实在 性 的 范围 作为 判别 有 效 性 的 
标准 ,其 不 可 避免 的 结论 就 会 是 ,即使 在 数学 中 着 去 了 无 限 ,所 
余下 的 已 经 很 贫乏 的 算术 还 要 进一步 斩 辟 断 腿 ，; 四 为 计数 法 不 
是 这 种 实在 性 的 一 个 部 分 ， 

计数 法 预先 假定 了 另外 一 种 实在 ,客观 实在 ,这 个 术语 在 这 
里 指 豆 加 勤 所 使 用 的 那 种 意义 .计数 预先 假定 了 人 类 能 够 将 不 
同 的 知觉 依 同一 标题 而 分 组 ,能够 给 该 组 一 个 名 ;又 预先 假定 了 
人 们 有 能 力 将 黄 个 集合 中 的 元 素 一 一 匹配 起 来 ,并且 将 这 些 集 
合 与 数字 相连 ,后 者 不 过 是 某 一 给 定 的 多 蹇 性 的 模范 集合 ; 它 还 
预先 假定 了 人 们 有 能 力 将 这 些 模范 集合 排 成 序列 ,并 找 出 一 种 
措辞 使 这 些 数字 能 够 无 限制 地 伸展 下 去 .总 而 言 之 ,计数 法 预先 
假定 存在 着 一 种 语言 ,这 是 一 种 超越 了 主观 实在 或 各 人 直接 知 
觉 的 机 制 . 

那么 ,如 果 我 们 取 这 种 主观 实在 作为 判别 数学 有 效 性 的 准 
则 ,我 们 不 仅 将 被 迫 放弃 无 限 算法 及 其 一 切 它 所 暗含 的 东西 ,而 
且 要 把 计数 法 取消 .原始 感觉 ,例如 鸟 和 昆虫 所 具有 的 那 种 原始 
感觉 , 才 是 唯一 合法 的 数 的 领域 ;而 且 , 人 类 文明 的 整个 复杂 结 
构 也 将 连同 我 们 的 语言 和 算术 一 起 取消 ,因为 我 们 的 文化 是 建 
筑 在 人 类 的 这 两 种 机 制 之 上 的 . 
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存在 于 我 们 意识 之 外 的 绝对 的 和 不 变 的 世界 ,我 们 只 有 从 
神学 的 思 办 中 才能 得 知 :承认 它 或 者 否认 它 , 对 自然 哲学 来 说 是 
一 样 地 不 会 带 来 什么 大 益处 的 .然而 ,把 我 们 感 党 上 的 原始 实在 
革 认 为 主要 实在 ,唯一 的 实在 , 那 也 是 同样 地 无 关 痛 痒 .把 一 个 
新 生 下 来 的 婴孩 ,或 者 原始 人 ,或 者 傅 兽 , 当 作 这 样 一 种 主要 实 
在 的 体现 者 , 确 是 便于 作出 系统 的 解释 的 .我 们 也 可 以 更 进而 像 
赫 尔 姆 肉 茨 .马赫 、 彭 加 勒 辈 那 样 ,想象 有 一 个 智慧 的 人 ,他 去 掉 
了 一 切 的 感觉 ,而 只 留 下 其 中 一 种 ,例如 视觉 ,让 我 们 猜想 一 下 
这 样 一 个 人 所 创造 出 的 世界 类 型 .这 个 猜想 是 极其 迷人 的 , 它 能 
够 充分 发 挥 我 们 把 种 种 感觉 分 解 为 它们 的 各 种 要 素 的 能 力 , 然 
后 ,把 概念 当 作 这 些 主 要 感觉 的 复合 .不 过 ,要 承认 这 种 复合 体 
为 实在 , 作 次 唯一 的 实在 ,我 总 以 为 有 一 个 致命 的 缺点 : 它 假定 
了 一 个 个 体 智慧 的 存在 ;然而 , 正 是 在 协调 这 些 感觉 的 过 程 中 ， 
包含 了 思想 ,思想 没有 语言 作 载 体 是 不 可 能 的 ,语言 只 暗示 着 种 
种 印象 的 有 组 织 的 交换 ,此 种 交换 又 预先 假定 了 人 类 的 一 种 作 
为 集体 的 存在 ,假定 了 某 种 形式 的 社会 组 织 ， 

我 们 可 以 取 来 作 判 断 有 效 性 的 准则 的 崔 一 实在 , 绝 不 是 我 
们 意识 以 外 的 绝对 而 不 变 的 实在 .因而 是 纯 形 而 上 学 的 实在 , 它 
也 不 是 生理 学 家 .心理 学 家 试图 道 过 繁 难 的 实验 方法 而 分 离 出 
来 的 主要 实在 ;: 它 无 宁 是 那 种 为 许多 人 所 共有 而 且 也 能 够 为 一 
切 人 所 能 有 的 客观 实在 .而 且 这 种 实在 并 不 是 一 些 凝固 的 影 象 
的 集合 ,万 是 一 种 活 的 .生长 关 的 有 机 体 . 
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但 是 当 我 们 回 到 这 个 客观 的 世界 时 ,如 果 我 们 想 于 此 找 出 
一 个 判断 数学 概念 的 实在 性 之 准则 ,我 们 又 碰 上 一 种 新 的 困难 ， 
所 谓 许 多 人 所 共有 的 东西 ,可 以 限于 个 别人 与 其 他 思维 生物 所 
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共有 的 直接 印象 ;然而 也 可 以 包括 人 类 由 科学 工具 的 应 用 所 得 


到 的 一 切 资料 ,因为 这 些 事实 也 是 许多 人 所 共有 的 ,也 还 能 够 为 
一 切 人 所 共有 .后 面 这 种 扩大 了 的 世界 ,可 以 有 效 地 用 来 判断 任 
何 定性 陈述 的 实在 性 ,但 是 ,一 当 我 们 用 之 作为 数 的 准则 时 ,我 
们 又 磁 到 这 一 事实 , 即 这 个 客观 世界 又 预先 假定 了 数 ,因为 我 们 
的 科学 工具 都 是 循 着 既定 的 数学 原理 而 设计 而 制造 而 应 用 的 ， 
可 是 这 些 诛 理 义 都 是 以 数 为 基础 的 . 

事实 上 ,不 论 我 们 用 一 把 尺 , 或 一 架 天 平 ,或 一 具 压 力 计 , 或 
一 个 温度 计 , 或 一 副 圆 规 ,或 一 个 电压 计 , 我 们 总 是 在 测量 一 种 
我 们 看 来 是 一 个 连续 统 的 东西 ,而 量度 寻 则 用 一 种 渐变 的 数 度 . 
于 是 ,我 们 假定 了 这 个 连续 统 中 的 可 能 状态 和 我 们 所 处 理 的 数 
的 集合 之 间 存 在 着 完全 的 对 应 ;我 们 实际 上 默许 了 一 条 公理 ,该 
公理 在 这 个 连续 统 中 所 起 的 作用 ,和 狄 德 使 一 康 托 尔 公理 在 直 
线 中 所 起 的 作用 一 样 .因此 ,不 论 是 一 种 看 来 儿 么 简单 而 又 自然 
的 测量 法 ,都 包含 着 实数 算术 的 全 套装 备 : 在 任何 一 种 科学 工具 
的 背后 都 有 一 个 至 上 的 工具 即 算术 ,没有 它 , 这 种 特殊 的 装备 都 
是 不 能 使 用 其 至 不 能 想 介 的， 

因而 ,这 就 是 困难 之 点 ;如果 我 们 用 包括 由 科学 工具 所 得 出 
的 一 切 资 料 在 内 的 客观 世界 来 判断 实数 的 实在 性 ,我 们 就 是 在 
摘 逢 环 论 证 了 ,因为 这 些 工具 已 经 假设 了 实数 的 实在 性 . 

如 果 我 们 将 客观 世界 的 范围 缩小 到 只 包含 我 们 和 其 他 人 所 
共有 的 直接 印象 的 范围 ,我 们 还 是 不 能 避免 循环 论证 .假设 我 们 
废除 一 切 量 度 的 方法 , 设 我 们 只 用 公 意 作为 判断 实在 性 的 唯一 
准则 .我 们 又 如 何 才 能 得 到 一 个 有 效 的 判断 呢 ? 当 体 因为 你 视 
为 红 的 却 被 我 视 为 绿 的 就 宣称 我 是 一 个 色盲 时 ,如 果 不 采取 服 
从 多 教 的 方法 ,你 又 怎 能 证 明 你 的 判定 是 真 的 呢 ? 这 样 一 来 ,我 
们 又 得 一 致 同意 请 数 来 作 决 定 了 . 

数字 是 不 说 谎 的 ,因为 它 不 会 说 度 . 它 之 不 会 说 谎 , 因 为 它 
先 验 了 地 被 宣判 为 不 会 错 的 . 嫩 已 推定 数 作 判断 的 唯一 主宰 , 既 已 
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同意 服从 它 的 裁定 ,我 们 就 在 事实 上 放弃 了 诉 诸 其 他 法 庭 的 权 
利 了 ， 
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结论 是 什么 呢 ? 

一 个 人 车 没有 环境 ,剥夺 了 语言 ,剥夺 了 和 其 同类 交换 印象 
的 一 切 机 会 ,是 建造 不 出 一 种 数 的 科学 来 的 .对 于 他 的 感知 世界 
来 说 ,算术 将 没有 实在 性 ,没有 意义 . 

另 一 方面 ,一 个 思维 着 的 人 ,其 客观 世界 是 由 他 和 他 的 多 数 
同类 共有 的 印象 所 构成 的 .对 他 来 说 ,我 们 可 以 给 数 以 一 种 什么 
料 的 实在 性 这 样 的 问题 是 无 意义 的 ,因为 不 存在 没有 数 的 实在 ， 
正如 不 存在 没有 空间 或 没有 时 间 的 实在 一 样 . 

这 样 ,不 论 在 主观 世界 里 或 客观 世界 里 ,都 找 不 出 一 个 关于 
数 概念 的 实在 性 的 判断 准则 ,因为 前 者 不 含有 这 种 概念 ,后 者 却 
和 逃 不 出 这 种 概念 . 

然则 怎样 才 可 以 得 出 一 种 判断 准则 来 呢 ? 不 能 靠 证 据 , 因 
为 让 据 是 灌 了 铅 的 骨 子 .不 能 千 逻 辑 ,因为 逻辑 不 能 高 数学 而 存 
在 : 它 只 是 我 们 称 之 为 数学 的 那 种 多 面 的 必然 性 的 一 个 方面 . 然 
则 数学 的 概念 如 何 来 审查 呢 ? 它 是 不 受审 查 的 ! 数学 是 最 高 的 
审判 宫 ; 它 判决 之 后 ,再 不 能 上 诉 了 . 

我 们 不 能 改变 这 种 游戏 的 规则 ,我 们 不 能 确定 这 种 游戏 
是 否 公平 .我 们 只 能 研究 游戏 中 的 游戏 者 ;可 是 却 不 能 采取 旁 
观 者 的 超然 态度 ,因为 我 们 所 观察 的 正 是 我 们 自己 心灵 的 游 
戏 . 
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我 回 亿 起 我 自己 刚刚 进入 到 复数 的 神秘 之 境 时 的 感情 .我 

记 起 了 我 的 迷情 ;这 里 是 一 些 数量 ,明明 是 不 可 能 的 , 却 接受 运 

算 规 则 而 得 出 具体 的 结果 .这 给 我 一 种 不 满足 .不 安静 的 感觉 ， 
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希望 能 用 实物 来 填 满 这 种 虚幻 的 创造 物 , 填 满 这 些 空洞 的 符号 ， 


后 来 我 学 到 了 这 种 实体 可 以 用 具体 的 几何 方法 来 解释 ,我 立刻 
感到 了 一 种 舒畅 ,仿佛 我 打开 了 一 个 闷 葫 芦 ,仿佛 一 个 令 我 铠 扣 
的 鬼 珠 ,后 来 弄 清楚 了 并 不 是 什么 鬼 , 而 只 是 我 所 熟悉 的 环境 的 
一 部 分 . 

从 那 时 起 ,我 有 许多 机 会 得 知 ,我 这 感情 是 其 他 许多 人 所 
共有 的 .为 什么 有 这 种 舒畅 之 感 昵 ?因为 我 们 已 经 给 这 种 符号 
找 出 了 一 种 具体 的 模型 ;我 们 发 现 我 们 能 够 给 它们 附 以 某 种 热 
悉 的 东西 , 某 种 真实 的 东西 ,至 少 也 是 似乎 真实 的 东西 .但 是 为 
什么 我 们 把 平面 上 的 一 点 一 一 或 者 无 宁 这 样 说 ,测量 这 样 的 一 
点 到 两 个 任意 参考 轴 的 线段 -一 -看 做 比 量 a + 埃 更 为 实在 呢 ? 
在 平面 直线、 点 的 缘 后 究竟 是 什么 实在 性 呢 ? 仅仅 在 一 两 年 
以 前 ,这 些 东 西 对 于 我 也 不 过 是 些 幽 灵 而 已 .平面 是 四 面 八方 
无 限 伸张 的 一 一 对 此 ,我 所 有 的 最 好 的 近似 物 , 乃 是 一 张 八 英 
寸 宽 十 一 英寸 长 的 纸 ,或 者 是 满 布 擦 痕 和 隆起 的 不 平 的 黑板 ， 
线 是 没有 宽 和 厚 的 ;两 根 这 样 的 线 相交 之 点 一 一 个 无 度 可 言 
的 东西 ,一 个 纯粹 的 幻象 ,从 来 没有 什么 东西 可 以 作 它 的 模型; 
最 后 ,还 有 这 样 的 点 的 坐标 , 它 包 含 着 一 切 的 不 确定 性 ,一 切 的 
量度 的 不 准确 性 一 一 难道 这 些 东 西 就 是 能 使 我 感到 放心 的 县 
体 实在 性 吗 ? 

我 们 把 一 种 幻影 依附 于 一 种 幻想 ,后 者 比 前 者 的 长 处 就 在 
于 它 是 一 种 热 悉 的 幻想 .然而 它 并 不 是 吉 来 如 此 熟悉 的 ;在 某 个 
时 代 , 它 也 教 人 迷 届 不 安 , 直 到 后 来 我 们 给 它 一 种 更 为 原始 的 幻 
象 为 止 ,这 最 后 的 一 种 又 是 曾经 经 过 若干 世纪 的 习惯 才 变 成 具 
体 的 . 
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今日 的 实在 不 过 是 昨日 的 幻象 .幻象 之 能 存留 着 ,在 于 它 可 
以 帮助 我 们 组 织 ,整理 和 支配 我 们 的 经 验 , 因 而 对 于 人 类 的 生存 


大 有 神 益 .这 就 是 我 对 于 下 一 段 尼采 的 话 的 解释 : 
“我 们 认为 ,仅仅 因为 某 一 判断 是 错误 的 还 不 足以 为 拒 
绝 读 判 疡 的 理由 .问题 在 于 :在 什么 程度 上 这 概念 能 吏 保 特 
和 促进 人 类 的 生存 ?最 错误 的 概念 一 一 我 们 的 先 验 的 综合 
判断 属于 这 类 一 一 也 就 是 有 最 不 可 缺少 的 概念 .如 果 没 有 他 
的 逻辑 的 想象 ,如 果 不 在 一 个 想象 的 .绝对 而 不 变 的 世界 中 
量 测 实 在 性 ,如 鞭 没 有 数 所 制造 的 关于 字 宙 的 永恒 的 仿造 
品 , 则 人 类 将 不 能 继续 生存 . 庚 弃 一 切 错 误 的 判断 ,也 就 是 
废弃 人 人 生 , 否 定 人 生 .” 
不 是 直接 的 证 据 , 也 不 是 逻辑 的 定律 ,可 以 决定 数学 概念 的 
有 效 性 .问题 在 于 :在 什么 程度 上 这 概念 能 够 保持 和 促进 人 类 的 
智力 生活 ? 这 就 是 为 什么 那些 毯 眉 苦 脸 的 大 学 究 所 给 我 的 警报 
并 不 引起 我 惊 付 的 原故 .任何 一 种 幻象 的 有 效 性 ,其 判断 标准 都 
是 事后 才能 论 定 的 ,有 时 其 至 益 棺 才能 论 定 .能够 保持 和 促进 人 
类 的 生存 的 就 可 以 繁荣 生长 ,从 而 赢得 实在 性 的 权利 ;有 害 的 或 
无 用 的 ,最 后 只 好 请 到 形而上学 和 神学 的 课本 中 去 ,它们 也 就 定 
居 在 那里 .这 样 它 们 也 算 死 有 所 得 中 . 


1s 


实验 的 证 据 和 逻辑 的 必然 性 都 不 足以 穷尽 我 们 称 之 为 实在 
的 那个 客观 世界 .有 一 种 数学 的 必然 性 , 它 指导 着 观察 和 实验 ， 
授 辑 不 过 是 这 种 必然 性 的 一 个 方面 .其 男 一 方面 ,就 是 那个 难以 
担 提 .完全 非 定义 所 能 确定 的 东西 , 即 所 谓 直 党 .这样 ,让 我 们 回 
头 来 看 看 数 的 科学 的 基本 问题 :无 限 , 无 限 的 概念 既 不 是 实验 的 
天 然 物 ,也 不 是 逻辑 的 必然 物 ;而 是 数学 的 必然 物 . 头 脑 知道 它 
能 想象 出 一 种 可 能 的 动作 的 无 限 次 重复 ,我们 对 头脑 的 能 力 的 
这 种 肯定 也 许 是 一 种 纯粹 的 幻想 ,然而 它 却 是 一 种 方便 的 ,从 而 


中 ”参看 附录 26: 数 学 和 实在 性 . 
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就 是 必要 的 幻想 了 . 它 使 我 们 不 用 再 检查 每 个 特殊 的 情形 ,以 决 
定 我 们 对 此 情形 所 断言 者 究竟 是 否 可 能 . 它 使 我 们 的 命题 具有 
一 种 普遍 性 的 外 观 , 没 有 它们 即 不 足以 言 科学 ;而 最 主要 的 是 ， 
它 沟通 了 一 个 在 时 间 之 流 中 流动 着 的 世界 的 不 可 逃避 的 概念 和 
计数 离散 的 东西 所 产生 的 数 的 概念 . . 

然而 无 限 也 只 不 过 是 人 类 在 “绝对 性 的 追求 "的 路 程 中 的 许 
多 歧 隆 之 一 黑 了 .还 有 其 他 许多 歧 有 路 :简单 性 ,均匀 性 、 齐 次 性 、 
规则 性 ,因果 性 ,这 些 都 是 这 种 数学 直觉 的 其 他 表现 ,只 有 数学 
直觉 才 促 使 人 类 的 心灵 去 追求 绝对 性 的 空中 楼 阁 . 因 而 丰富 了 
人 类 的 智慧 遗产 :不 过 对 于 空中 楼 阁 的 过 度 人 迫 求 ,又 会 使 这 遗产 
陷入 危险 中 ,这 时 又 是 数学 直觉 来 阻止 心灵 的 飞翔 ,因为 它 会 葡 
狂 地 低 声 说 道 :“ 被 追求 的 和 追求 者 是 儿 么 奇怪 地 相像 瘾 1” 
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这 种 创造 性 直觉 的 来 源 又 是 什么 呢 ? 这 种 组 织 和 指导 人 类 

经 验 并 将 之 从 " 浑 沌 "的 丽 怖 中 抒 救出 来 的 必然 性 又 是 什么 呢 ? 
卿 里 来 的 这 种 力量 用 以 举 起 冰冷 .静止 而 贫 痪 的 逻辑 之 岩石 昵 ? 

“波涛 诉说 着 它们 永恒 的 稚 语 ， 

好 风 吹 过 , 云 在 航行 ， 

群星 冷漠 而 冰凉 地 睦 眼 ， 

轧 人 却 在 网 候 着 他 的 回音 , "中 
形 明 人 又 如 何 呢 ? 聪明 人 重新 失 起 他 的 活 计 ,纺织 着 今天 的 纪 
想 , 它 可 能 成 为 明天 的 现实 ,同时 ,他 向 遥远 的 山峰 投 以 最 后 的 
一 党 ,在 这 些 出 峰之 后 ,思想 的 源头 消失 了 .他 反复 念 诵 着 那 位 
大 师 的 话语 ; 

“源头 茫 昧 虽 难 思 ， 

活水 奔流 喜 不 体 .” 


中 诲 涅 的 诗句 .一 一 译 者 
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数 概念 进化 途中 的 里 程 碑 


成 就 
无 理 数 的 发 现 


无 限 概念 的 第 一 关 


极限 概 写 的 第 一 次 系 
统 整 理 表述 


办 记号 的 发 明 
负数 纪元 后 初期 


纪元 前 3 世纪 


连 分 数 的 第 一 次 系统 


运用 邦 别 利 


复数 的 第 一 次 系统 整 
的 第 一 次 系 

妆 、 中 条 
理 表 还 卡尔 丹 、 郑 别 利 
文字 记号 的 发 明 维 叶 塔 
因 式 定理 的 发 现 哈里 活 特 
人 卡 瓦 列 利 


无 限 集 合 的 第 一 次 系 
统 整 理 表 述 


基 利 略 
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坐标 几 伯 的 发 明 


数学 归纳 法 原理 的 第 
一 次 又 统 整理 表述 
微 积 分 的 发 明 


无 穷 级 数 的 第 一 次 系 
统 运 用 

粤 数 的 几何 和 解释 的 发 
现 


和 集 全 之 势 的 第 一 次 条 统 整 理 表 壕 
非 坟 根 所 能 表 出 的 代数 数 的 发 现 
超越 数 的 发 现 

可 展 量 的 第 一 次 理论 


形式 律 申 国 本 原则 的 首次 明晰 系统 
整理 束 述 
无 理 数 的 第 一 次 科学 理论 


人 


1， 论 动物 和 人 的 数 觉 


如 果 我 们 不 实际 地 佛 助 于 计数 ,如 何 判 别 一 个 集合 中 的 客体 的 数目 
有 了 改变 呢 ? 这 个 问题 看 来 曾经 使 得 本 书 前 几 版 的 一 些 读者 感到 迷惑 . 
人 之 所 以 得 到 这 种 判断 ,我 以 为 ,对 其 过 程 之 性 质 的 思辨 不 是 本 书 讨论 的 
范围 .但 是 ,著者 不 愿 对 读者 的 创造 性 想象 也 加 以 同样 的 限制 . 有 些 读者 
曾 提出 了 对 于 这 种 奇怪 的 现象 的 解释 ,著者 认为 有 几 种 较为 可 信 的 猜想 ， 
值得 列举 如 下 : 

集合 中 的 客体 的 弄 质 性 ,大 大 有 助 于 作出 这 种 判断 . 若 你 进入 一 间 屋 
子 ,一 眼 就 能 看 出 屋 中 的 人 比 平 常 要 少 些 , 这 也 许 是 因为 你 没有 见 到 某 个 
熟识 的 面孔 ; 换 句 话说 .你 的 估计 之 所 以 成 功 ,也 许 因为 组 中 各 物 的 情形 
工 非 如 " 攻 中 的 豆 ", 粒 粒 相似 ,而 是 各 有 各 的 特点 .故事 中 的 乌鸦 所 以 能 
够 察觉 进 了 望 楼 的 人 没有 完全 走出 望 横 ,或 者 就 是 用 了 这 类 方法 . 

充 服 一 种 胃 碍 (如 举重 ) 所 需 的 生理 上 的 负担 ,或 持续 耗 力 所 伴随 的 
疲劳 ,也 很 有 有 助 于 正确 的 估计 .好 化 你 上 楼 梯 , 虽 然 并 未 计数 已 经 上 了 上 
层 ,你 的 两 采 却 会 告诉 你 是 到 了 四 楼 还 是 五 楼 . 独居 蜂 的 关于 数目 的 杰出 
才能 也 许可 以 用 这 种 理由 来 解释 . 

对 图 型 的 状 列 力也 能 提高 人 的 数 觉 . 一 管 桌 上 所 摆 的 食 具 你 就 可 能 
知道 它 比 平常 的 妇 份 要 多 ,这 是 押 列 的 图 型 传 过 了 信息 .又 如 梨 上 摆 了 五 
粒 豆 :; 著 均匀 排 成 一 直线 ,彼此 相当 接近 , 乍 看 就 不 容易 看 出 究 竞 是 四 粒 、 
五 粒 .还 是 六 粒 ;若非 列 玖 密 不 匀 , 则 较 易 于 “ 猜 中 ”车 排 成 梅花 状 , 则 你 
大 概 准 能 猜 中 了 . 鸟 所 以 有 察 出 巢 中 的 卵 被 窃 的 本 能 ,大 概 是 这 个 道理 . 

著者 觉得 这 些 猜 想 不 无 可 取 , 故 特 贡献 给 读者 . 
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2.， 论 匹配 和 分 组 


读者 或 许 听 说 过 这 个 在 几 年 前 曾经 风行 一 时 的 难题 . 我们 对 于 这 个 
问题 之 所 以 发 生 兴趣 ,是 因为 它 与 这 类 问题 中 的 其 他 许多 问题 不 同 ,对 它 
能 够 作出 严格 的 数学 证 明 .“ 若 志 界 上 的 人 数 比 任何 一 个 人 的 头发 的 根 数 
为 多 , 则 全 世界 至 少 有 两 个 人 的 头发 的 报 数 相等 . "要 证 明 这 句 话 ,我 们 设 
起 把 所 有 的 人 恢 头 发 的 根 数 分 组 :第 一 组 的 人 只 有 一 根 头 发 ,第 二 组 的 有 
两 机 , 恢 此 类 推 . 设 以 上 表示 一 个 人 所 能 有 的 最 灾 的 头发 的 根 数 , 则 这 样 
的 分 法 总 共 具 及 组 ,当然 ,其 中 可 能 有 些 组 是 “ 空 “的 .我 们 以 下 (n) 表 有 
# 根 藉 发 的 人 数 ,P 表 世 界 上 的 总 人 数 : 则 

FU) + 天 (2) + FE) #7 + FA)=P. 
我 们 已 经 假定 了 上 大 于 下 ;现在 所 要 证 明 的 是 各 FF 中 至 少 有 一 个 等 于 或 
大 于 2. 假 定 不 是 这 样 , 划 所 有 各 下 不 是 1 恒 是 0; 但 是 这 样 则 所 有 各 天 的 
和 最 名 不 过 等 于 五, 绝 不 能 等 于 原 假定 大 于 kb 的 P 了 . 

如 果 我 们 知道 P 和 的 相对 数量 ,我 们 就 可 得 出 进一步 的 结果 . 例 
如 , 设 世 界 上 的 人 数 为 十 万 万 ,每 人 最 多 能 有 一 万 根 头发 . 由 上 述 的 证 法 
可 证 得 , 至少 有 十 万 人 人 头发 的 根 数 是 相等 的 ， 

这 个 方法 所 以 能 成 功 ,在 于 我 们 兹 把 一 个 集合 分 成 有 限 个 彼此 不 重 
又 的 类 . 若 直接 的 分 类 产生 了 重 登 , 即 周 一 个 性 可 属于 不 同 的 两 类 ,上 法 
就 不 适用 了 . 


3， 论 命 数 法 的 基底 


命 数 法 的 进位 原则 ,在 本 书 第 2 章 中 作 了 历史 的 讨论 .用 代数 的 服 光 
来 君 ,进位 原则 所 根据 的 简单 观念 就 是 把 每 一 整数 展 为 基底 (在 我 们 的 命 
数 法 中 是 以 10 为 基底 ?的 多 项 式 . 伺 如 
以 十 为 基 订 的 465 是 4.1 人 +6:10+5; 
以 七 为 基底 的 1233 是 1 六 +2.7243.7+33; 
以 二 为 基底 的 111010001 是 
] 28+127+1 站 二 02541 2440235 二 有 22 十 个 2 了 
各 位 的 教 李 是 多 项 式 的 系数 ,其 与 一 般 儿 项 式 不 同 的 唯一 特点 在 于 
这 些 系 数 只 限于 比 底 小 的 正 整数 .因此 ,算术 的 运算 只 不 过 是 代数 多 项 式 
的 一 般 运 算 的 改 用 , 故 它 对 于 各 种 基底 均 能 适用 . 
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将 各 种 数 制 所 记 的 数 化 为 十 进 命 数 法 的 数 , 其 办 法 极为 简单 ,反之 亦 
然 .这 可 用 下 二 出 为 证 :第 一 例 ,将 七 进 制 中 的 和 55 化 为 十 进贡 .这 里 ， 
{5555)7 = 5.73+5.72+5-7+5= 了 7{7(5'745)+51+5. 实 际 计算 如 下 表 


所 示 
Ea 本 
ol | zo% 


赦 得 《5 555)7 = (2 000)0. 

反之 ,将 以 十 为 基底 的 数 化 为 其 他 各 种 基底 的 数 时 ,我 们 可 以 用 连队 
法 ,各 步 所 得 的 余数 使 是 在 新 基底 上 的 数字 . 设 要 将 1234 化 为 五 进 制 ,我 
们 如 下 表 施 行 : 


EN 
i ri | 


即 (1 234)10 = (14 414)s. 
小 数 志 可 以 用 基底 的 偶 轿 表 出 .例如 
{0.465)7=4°77 上 + 和 了 -2+S7 了 -3， 
这 里 硕 便 说 一 名 ,车 基底 是 一 个 质数 ,例如 7, 由 小 数 直 接 化 得 的 分 数 即 不 
能 再 药 简 了 . 


4， 阿 基 米 德 记录 大 数 的 方法 


“所 以 ,在 像 阿利 斯 塔 克 所 个 计 的 宇宙 内 , 即 以 恒星 为 界 的 大 球体 内 ， 
所 雁 的 阔 数 显然 比 一 千 个 第 八 类 单位 的 万 (Myriad) 迟 为 小 , ” 

这 是 本 书 第 4 章 所 引 阿 基 米 德 的 著名 的 “ 算 补 者 "中 的 结束 语 . 阿 基 
米 德 的 Myriad 和 第 六 类 单位 是 什么 意思 呢 ? 希腊 人 也 有 表示 万 的 字 , 这 
字 他 们 就 称 之 为 Myriad; 阿 基 米 德 在 处 理 大 数 时 , 从 万 万 出 发 , 即 
100 000 000, 亦 即 1 ,他 名 之 为 奥 克 特 德 {Oetade) ,或 叫 作 第 二 类 单位 .车 
以 字母 乙 代 表 一 个 奥 克 特 德 , 则 2? 为 第 三 类 单位 ,而 一 般 说 来 本 " 合 是 第 
n+ 1 类 单位 .这 样 看 来 ,所 谓 第 八 类 单位 等 于 忆 ", 也 就 是 10%. 另 一 方面 ， 
一 干 万 是 107 ,所 以 阿 基 米 德 所 说 的 数 ,只 不 过 是 105. 用 现代 的 说 法 , 阿 基 
米 德 的 结论 是 说 :这 样 大 的 示 球 所 含 的 沙 的 数目 ,其 量 是 104 粒 . 
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$5.， 克 谢 尔 克 谢 斯 点 兵法 


“多 里 司 科斯 (Doriscus) 地 区 位 于 色 雷 斯 (Thrace), 这 是 一 个 滨海 的 广 
大 平原 ,有 一 条 大 河 黑 布 罗斯 (Hebrus) 流 经 该 地 ;这 里 氏 起 了 称 为 多 里 司 
科斯 的 皇家 堡垒 ,大 流 士 王 在 他 进兵 斯 奇 提 亚 (Scythia) 以 来 ,就 屯 驻 一 队 
波斯 警卫 于 此 .因此 , 克 谢 尔 克 谢 斯 认为 该 处 适 于 作为 检阅 和 点 计 其 大 军 
的 所 在 地 ,于 是 他 就 这 样 作 了 .所 有 舰队 现 已 洲 到 多 里 司 科斯 ,各 舰 由 舰 
长 奉 克 谢 尔 克 谢 斯 的 命令 停 将 于 邻近 多 里 司 科斯 的 海岸 …… 并 把 船 拖 到 
岸上 进行 检修 . 同时, 克 谢 尔 克 谢 斯 便 在 移 里 司 科斯 点 计 他 的 军队 . 

“各 部 分 军队 的 数目 我 不 能 精确 说 出 ,因为 从 来 没有 人 告诉 过 我 们 ; 
但 全 部 陆军 人 人数 算 来 共有 一 百 七 十 万 ,其 点 计 方 法 如 下 :集合 了 一 万 名 于 
某 好 , 令 其 尽量 紧缩 ,然后 画 一 根 线 围绕 着 他 们 ; 画 好 之 后 ,这 万 人 开 往 别 
处 , 沿 这 线 确 一 石 墙 高 达 人 的 腹部 ;此 后 ,即将 其 他 军队 开 入 围墙 内 ,如 此 
计算 ,直到 全 军 点 完 为 止 .” 


着 罗 多 逢 :历史 XiHistoria) ,第 七 卷 ,第 
五 十 九 . 六 十 章 


6. 小 数 的 历史 


由 下 页 附 圾 , 措 绘 了 小 数 分 雄 呈 的 奇特 的 进化 过 程 , 这 个 过 程 也 是 许 
多 有 用 的 数学 发 明 或 发 现 所 共有 的 特点 .第 一 ,约莫 在 十 密 代 精巧 熟练 的 
计算 家 使 用 了 位 置 命 数 法 之 后 , 才 试 识 到 这 个 方法 前 种 种 优点 中 最 大 的 
优点 就 是 便于 处 理 小 数 .第 二 ,即使 这 时 ,对 其 优点 的 认识 也 是 远 远 不 够 
的 ,不 然 的 话 , 为 什么 在 小 数 数 宇 上 还 加 上 那些 敌 抽 的 附加 字 码 呢 ? 其 实 
要 使 这 办 法 充分 发 挥 其 效力 ,只 要 有 一 个 符 导 将 整数 部 分 和 小 数 部 分 分 
离开 ,就 像 现 代 所 用 的 小 教 点 就 能 了 ;但 是 不 知道 为 了 秆 么 缘故 ,这 些 革 
新 者 ,除了 开 普 勒 和 纳 皮 尔 之 外 ,要 么 没有 让 识 到 这 件 事 ,要 么 不 相信 和 它 
能 博得 公众 的 采用 .第 三 ,在 斯 台 文 发 现 后 的 一 百年 , 许 许 儿 包 的 记 导 胡 
在 流行 ,这 就 使 得 当时 的 一 位 历史 学 家 为 此 而 感慨 道 : Quod homines tot 
sententiae ,中 :意见 之 不 同 , 有 如 人 面 . 实际 上 ,差不多 经 过 了 一 百 五 十 年 ， 
小 数 的 记号 才 确 实 稳定 下 来 ,其 他 多 祭 的 记号 才 被 废弃 . 
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西蒙 :斯 台 文 (Simon Stevin) 以 前 M3 


1000 

西 壹 :斯 台 文 24 3 7 503) 
熟 阴 菏 斯 科 * 维 叶 江 24 | 37s 
的 输 * 开 普 勒 241375 
约 得- 钠 皮 水 24. 纪 入 
级 畏 - 约 精 各 (John Johnson) 241333 
李 利 - 布 里 格 斯 (Henry Briggs) 24373 
成 麻 ' 摧 特 震 钴 ( 写 说 iam Oughtred) 24| 375 
雅阁 隶 {Jager) 24| 入 
巴 兰 (Balam) 24:375 
奥 扎 纳 姆 {Ozanam) 24:9D 
那 克 (jeake) 24°3:7°5 
近代 24. 375 

此 表 根 据 卡 乔 利 (Cajon ) 的 《数学 符 导 史 兴 Hiaory of Mathematical Notation )， 

7， 几何 中 的 神秘 [263) 
【 录 自 著者 行将 出 版 的 《几何 的 故事 光 The Story of Geometry) 中 的 
一 章 ] 


虽然 数 活 一 直 没 有 脱离 朴 察 的 神 数 术 的 范围 ,然而 几何 中 的 神秘 主 
义 却 在 现代 达到 了 合理 北 的 时 期 .我 在 这 里 特别 指 的 是 所 谓 旨 多 分 着. 这 
里 用 的 "分割 " 一 词 有 分 配 之 利 . 类 来 的 问题 荐 将 -- 段 线 颖 分 成 内 外 比 ( 即 
依 被 问 而 又 中 订 的 理性 去 分 割 ), 也 就 是 分 为 两 自 , 使 小 恨 和 大 段 之 比 等 
干 大 段 和 整 段 线段 之 比 .这 是 一 种 什么 比例 呢 ? 设 大 毁 为 1 ,小 眉 为 -, 则 
整 今 线 暇 便 是 1+ 7, 我 们 必 有 :1= 1:(1+r), 我 们 因此 得 而 一 个 二 次 方 


程 ?++ -= 9, 这 方程 有 一 个 正 根 ,一 个 鱼 根 . 正 根 他 二 1 就 是 内 外 比 (所 


一 213 一 


[264] 


亩 极端 而 又 中 庸 的 理性 ) ,或 叫 黄 金 比 ,或 日 神 电 比例 ,这 个 无 理 数 在 不 同 
的 地 方 和 不 同 的 时 代 有 其 不 同 的 叫 法 - 它 的 一 个 好 的 有 理 近似 值 是 寺 ,其 
与 嘉 值 的 误差 小 于 百 分 之 三 .再 者 ,定义 关系 又 可 写 为 形式 : 

1 1 


IT 十 下 1 4 ] 


三 


因而 导出 一 个 很 慎 得 注意 的 无 限 连 分 数 ( 居 看 第 8 章 第 13 节 ) 


现在 我 们 应 当 记得 :按照 所 有 神秘 的 解释 , 数 1 象征 “ 字 宙 "或 “ 神 
明 “; 而 县 ,由 于 要 用 无 眼 步 才能 求 出 这 个 比值 ,这 更 增加 了 这 种 解释 的 
神秘 性 ,因为 无 限 也 是 上 帝 的 特征 之 一 .这 也 许 就 是 这 个 比值 之 所 以 赢 
得 神 赐 比 例 之 名 的 理由 中 .其 实 ,古人 一 点 也 不 知道 连 分 数 .他们 贬 予 
这 比重 以 神秘 的 意义 , 自 有 他 们 自己 的 理由 :一 半 是 美学 的 ,一 半 是 形 
而 上 学 的 .所以 柏拉图 异 毕 达 哥 拉 斯 主义 者 提 马 万 斯 (Timaeus ) 的 口 说 
出 以 下 的 话 ; 

“两 个 东西 不 可 能 有 完美 的 结合 ,除非 另 有 第 三 者 存在 其 间 , 因 

为 它们 之 间 必 须 有 一 种 结合 物 , 最 好 的 结合 物 是 比例 . 设 有 三 个 数 

量 , 着 中 数 与 小 数 之 比 等 于 大 数 与 中 数 之 比 , 反 过 来 ,小 数 与 中 数 之 

比 等 于 中 数 与 大 数 之 比 一 一 则 后 项 就 是 前 项 和 中 数 , 中 数 就 是 前 项 

和 后 项 .所 以 三 者 必然 相同 , 既 为 相 岂 ,就 是 一 体 .” 

柏拉图 派 给 黄金 分 割 以 神 的 性 质 ,还 有 另 一 个 原故 . 先 请 读者 回 所 一 
忻 事 :在 平面 上 正 多 边 形 的 数目 是 污 限 的 ,但 在 空间 便 不 同 了 ; 正 贞 多 前 
笨 只 有 五 种 .这 是 柏拉图 所 发 现 的 ,因此 这 些 正 多 面体 被 称 为 档 拉 用 立 
体 . 其 性 质 如 下 表 所 示 : 


中 ”请 读者 注意 第 1 章 第 10 节 中 所 述 药 布 尼 获 对 于 数 1 的 神秘 解 
释 . 
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现在 ,柏拉图 的 宇宙 论 只 容许 四 种 元 素 的 存在 , 即 地 . 火 . 气 各 水 .元 [265] 


案 只 有 四 种 ,但 是 完美 的 立体 却 有 五 种 :这 个 差异 一 定 司 人 很 不 安 吧 .好 
在 木 是 长 入 如 此 ,因为 硕 学 之 徒 在 神秘 思辨 的 一 条 古老 的 教 言 中 找到 了 
解释 ; 即 “证 最 后 的 归于 神明 . ”这些 立体 中 应 该 有 一 个 属于 上 天 ,这 便 是 
了 .但 是 是 哪 一 个 呢 ? 

将 上 表 赂 加 审视 , 便 可 和 刹 出 十 二 面体 因 其 各 面 为 五 边 形 而 与 众 不 同 . 
从 另 一 方面 说 ,五 边 形 和 黄金 分 荐 有 很 密切 的 关系 ( 见 下 图 }. 出 如 我 们 若 
延长 五 边 形 的 各 边 , 便 可 得 到 一 个 称 为 五 角 性 的 星 状 图 形 , 它 ( 且 不 说 五 
角 尾 的 边 正 被 五 边 形 的 各 顶点 分 成 神 赐 比 例 } 从 遍 古 以 来 就 成 了 神秘 学 
中 的 神圣 象 征 .大 此 ,就 把 立方 体 给 于 坚固 的 地 , 男 各 以 一 立体 给 与 过 变 
幻 不 定 的 火 气 .水 一 一 在 此 以 外 ,柏拉图 学 派 就 把 十 二 面体 和 它 的 十 二 
个 五 边 形 的 面 奉献 给 上 天 . 


J 


黄金 分 割 
近代 黄金 分 割 崇 大 的 复活 始 于 19 世纪 初期 延续 至 今日 .这 多 是 艺术 
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家 所 提 掉 的 .我 们 听 惯 了 很 多 关于 黄金 比 的 美学 价值 ,关于 它 在 自然 界 的 
流行 , 它 在 人 人 体 解 前 中 所 占 的 重要 地 位 ,以 及 它 的 宇宙 的 意义 等 等 . 人们 
[266] 又 指出 黄金 分 者 是 希腊 赚 刻 美和 世界 建筑 精华 的 线索 .这 其 中 完 竟 能 有 
多 少 事 实 作证 明 , 又 究竟 有 多少 主观 偏爱 的 成 分 , 确 是 难说 .上 页 图 的 左 
边 是 一 个 黄金 分 割 的 长 方形 .这 种 图 形 无 疑 是 读者 很 面 熟 的 ,因为 在 我 们 
身边 的 环境 中 有 很 多 物体 具有 这 类 特殊 的 图 样 :窗子 .桌子 .书籍 .箱子 、 
纸牌 等 都 是 . 黄金 分 宕 的 专家 恳切 地 告诉 我 们 ,这 种 图 形 是 优雅 的 化 身 ， 
大 多 数 人 都 是 这 样 看 的 .然而 早 在 1876 年 ,著名 的 德国 心理 学 家 费 希 纳 
《Fechner) ,也 许 是 为 那个 时 代 的 黄金 分 割 家 所 诱 引 吧 ,他 对 于 一 大 群 彼此 
各 异 的 做作 了 一 系列 的 实验 .他 用 十 个 长 方形 的 图 形 , 两 边 之 比 从 2 比 5 
到 1 比 1, 请 各 人 选 出 一 个 最 美观 的 出 来 .黄金 分 割 所 得 的 票数 虽 比 其 他 
图 形 为 多 ,但 刀 仅 及 总 数 的 三 分 之 一 .总 的 来 说 ,实验 结果 对 于 这 种 这 拜 
颇 为 不 利 ， 
这 种 被 推崇 的 优越 性 当然 不 到 “合理 "的 解释 ;时 通 行 的 解释 是 根据 
内 外 比 ( 即 依据 极端 而 又 中 庸 的 理性 ) 定 义 的 本 身 .据说 当 我 们 鉴定 一 个 
长 方形 的 时 候 , 我 们 通过 某 种 直 党 的 心理 过 程 从 中 分 出 了 一 个 正方 形 ;: 若 
所 剩余 的 长 方形 意 和 原形 相 亿 , 则 该 图 形 伍 美 观 .这 种 解释 在 我 看 来 完全 
只 是 在 作文 章 ,其 他 几 种 论调 也 差不多 ,譬如 说 树 的 形状 ,人 体 的 解剖 等 . 
通过 选择 特别 偏爱 之 点 ,就 可 以 在 人 的 身上 发 现 所 希望 的 各 种 图 形 或 比 
饮 的 .因此 ,例如 ,有 人 说 人 类 的 膨 围 和 身高 是 构成 神 赐 比 例 的 .但 是 若 对 
普通 人 的 腰 力 看 一 眼 ,我 想 即 使 基 最 热心 的 黄金 分 害 崇 拜 者 也 会 觉得 它 
元 我 们 的 美观 标准 坟 远 一 点 了 吧 . 


1267] 8. 质数 的 分 布 


质数 在 整数 中 的 分 布 ,其 缺乏 规律 性 的 程度 可 以 由 下 列 两 个 并 列 的 
命题 看 出 : 

一 、 在 100 000 000 和 150 000000 之 间 , 至 少 有 一 百 万 个 质数 ( 见 第 3 
章 第 11 节 ). 

二 、 可 能 找 出 一 百 万 个 相连 的 整数 ,其 间 没 有 一 个 是 质数 ， 

这 个 陈述 只 不 过 是 普遍 定理 下 的 一 个 特例 :对 于 一 个 无 论 怎样 大 的 
整数 六 , 必 可 以 找 出 全 非 质数 的 N 个 相连 整数 ,要 证 明 这 个 惊人 的 定理 ， 
只 要 推广 欧 几 里 得 对 质数 有 无 限 儿 个 的 证 明 过 程 就 行 了 . 
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设 P 是 大于 NN 的 第 一 个 质数 ( 若 六 自己 就 是 质数 , 取 呈 = 六 ), 则 站 
个 相连 的 整数 ， 
Pl+r2, Pl+3,. Pls4,. .PI+ NPI+{N+1). 
全 是 合 数 ,因为 P1 可 以 用 质数 P 和 小 于 P 的 一 切 质数 整除 ; 故 严 可 以 用 
小 于 或 等 于 N+1 的 尾 柯 整数 EE 整除 ,由 是 得 P+E 在 1<E<N+1 
时 均 有 因数 羽 , 故 不 能 为 质数 


9， 可 除 性 的 判别 准则 {268] 


痉 九 法 
任何 整数 以 9 除 语 记得 的 余数 简称 为 该 整数 的 余数 ; 若 怡 可 整除 , 则 
余数 是 0. 弃 九 法 所 依赖 的 定理 是 ;任何 整数 的 余数 等 于 各 位 烧 字 的 和 的 
余数 .例如 29 的 余数 是 2; 而 其 各 位 数字 的 和 是 11, 余 数 也 是 2. 作为 其 特 
例 , 车 某 数 恰 可 用 9 整除 , 则 其 各 性 数字 的 和 也 可 用 日 整除 ， 
要 证 明 这 个 定理 , 先 证 :10 或 10 的 任何 次 乘 方 ,其 前 一 数 总 是 9 的 倍 
数 . 因 为 在 村 等 式 
ob =a ba tr a -2b+r + bt) 
中 , 令 a =10,5=1, 便 得 
10" -1=9010" 1 +10 ++1). 
又 ,任何 数 和 该 数 的 各 位 数字 和 的 差 总 是 9 的 倍数 :例如 任何 下 位 数 均 可 
写成 
(abed) =a -108+8 .100+c 10+ 
= 909c +995 + 9c) + (a+ b+e+d), 
这 种 结果 自然 不 限于 四 袜 数 ,任何 数 都 一 样 . 
再 次 , 设 我 们 称 两 个 有 相同 余数 芍 数 为 图 余数 ,那么 很 容易 得 出 :两 
数 的 和 诉 差 与 两 数 的 余数 的 和 起 益 为 同 余数 ;又 ,两 数 的 积 与 其 两 余数 的 【269] 
积 汶 月 余数 ;又 ,任何 只 由 加 法 ,减法 总 莱 法 所 合成 的 复合 运算 ,其 结果 也 
是 如 此 .举例 为 证 : 
40+ 2 = 的 (余数 6) 余数 (40) = 4, 余 数 (29) =2;4+2=6: 
40-29= 11( 余 数 2); 4 一 了 =23 
40x29= 1160( 余 数 8); 4X2=8. 


中 ” 原 书 误 印 为 1<Ex+1. 一 一 译 者 
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所 以 ,如 果 一 个 计算 的 人 作 了 一 系列 的 加 法 .减法 和 乘法 之 后 ,得 出 一 个 
数 NW ,其 余数 为 民 , 他 在 检验 时 ,可 以 用 原 各 数 的 余数 依法 计 等 ,所 得 的 结 
果 的 余数 仍 应 该 是 六. 这 里 依据 的 就 是 弃 九 法 
举例 
设 有 上 sx)= 2z3+5x2+x+il, 今 要 把 *=13 代 入 .我 们 直接 计算 ,得 
出 A(13) = 5263 ,其 余数 和 16 的 余数 相同 , 即 7. 要 核验 这 结果 ,我 们 写 
余数 人 2.133) = 余数 (2-4) = 余数 (128) = 余数 (11) =2; 
余数 45.132) = 余数 (5. 4 = 余数 (80) = 8; 
余数 (13) = 4; 余数 (11) = 23 
余数 (2+8+4+2) = 余数 (16) =7. 
十 一 的 可 除 性 的 判 列 准 对 
我 们 知道 若 10 的 乘 方 的 后 一 数 不 是 11 的 倍数 ,那么 前 一 数 必 是 , 反 
之 亦 热 .事实 上 ,两 种 情形 是 相间 的 ,组 成 如 下 序列 : 
11,99,1001,9 999,10001,99 999 等 ， 
册 证 明 弈 九 法 的 相同 方法 ,可 得 出 一 种 有 时 被 称 为 * 冰 取 法 "的 兰 员 准则 ， 
要 判定 整 玖 {alcder...) 是 否 是 11 的 信教 , 先 计 划 交 错 经 教 -+e 一 吕 
+ 一 f+*""; 若 所 得 的 结果 是 吕 吉 11 的 信和 喜 , 那 么 原 数 便 是 11 的 竺 救 . 例 
如 9876 526 是 11 的 信 数 ,因为 9-8+7-6+5-2+56=1i. 
[270] 七 和 十 二 的 可 除 性 的 击 列 准则 
巴 斯 务 看 出 几何 级 数 
102, 10F, 108,1012,*.. 
有 一 种 特性 :各 项 的 前 一 数 或 后 一 数 必 是 了 的 倍数 .这 对 于 13 也 是 如 此 . 
巴 斯 佑 从 这 里 得 出 一 种 判别 准则 : 委 判 定 一 个 整 教 是 否 是 了 (或 13) 的 以 
才 , 先 把 数字 自 右 而 左 分 成 三 个 一 组 的 各 段 ,再 将 “ 间 取 法 "用 于 各 段 上 ; 
天 所 得 的 站 本 是 1 或 13) 的 倍数 , 财 需 教 也 就 可 用 隐 或 13) 整 除 ， 
举例 
由 整数 12 375 467 四 得 12-~ 375 + 467 = 104. 若 原 数 可 用 13 整除 ,但 不 
能 用 了 整除 .由 整数 403 396 得 7, 故 可 用 7 整除 ,但 不 能 用 13 整除 . 另 一 
方面 ,任何 有 (ateabe}) 形 状 的 整数 都 同时 可 以 用 7 和 13 整除 . 


”12 375 467 误 印 为 12357 467, 现 改正 .一 一 译 者 
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10， 华 达 哥 拉 斯 数 


在 本 书 中 ,我 们 已 经 有 了 一 全 方法 以 求 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 , 即 满足 如 
下 的 关系 的 数 : 
证] 二 2 (1) 
出 这 方法 所 产生 出 来 的 毕 达 再 拉 斯 数 , 或 者 是 彼此 无 公 因 数 的 原始 组 ,如 
3,4,5 之 类 ;或 者 是 如 6,8,10 等 的 非 原始 组 (参看 第 3 章 第 14 节 的 表 ). 
现 另外 还 有 一 种 办 法 , 它 的 优点 是 所 得 的 只 是 原始 组 ,并 且 还 能 显示 出 这 
些 组 的 某 些 明显 的 特性 . 
设 p 和 9 是 两 个 互 质 的 数 ,其 中 一 奇 一 司 . 则 三 个 整数 
x=p7 -gr=2pg2= pi+g? (2) 
成 一 原始 毕 达 哥 拉 斯 数组 .反之 ,每 一 原始 组 也 都 可 以 这 样 地 表示 .这 种 
表示 法 既 常 为 可 能 , 故 得 ; 
定理 4 原始 三 前 形 的 镍 边 必 为 奇数 ,有 上 且 可 以 化 成 两 个 完全 平方 的 
和 .由 此 可 知 并 非 任何 一 个 奇数 都 可 以 作 原始 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 斜 边 ， 
它 必 须 是 两 个 平方 数 移 和 . 贱 如 z=41= 16+ 23. 于 此 P= 3,9 = ;因而 
=9,7 = 各, 妈 N41? = 9 + 402. 
定理 日 原 寻 三 山形 活 有 一 腰 是 3 的 司 数 ; 原 姑 三 角形 必 有 一 朋 是 
能 被 4 除 ; 原 嬉 三 角形 的 各 边 必 有 一 边 能 被 5 除 . 由 此 更 得 三 边 的 积 必 是 
60 的 信教 .定理 的 第 二 部 分 中 是 显而易见 的 ,因为 y=2pg, 而 z 或 9 二 数 
之 中 ,又 有 一 个 是 偶数 .要 证 明 第 一 部 分 多, 先 看 x = (p+ 9)f(p- 9) ,不 论 
Pp 和 4 是 什么 数值 ,四 个 数 
DigP+9p-—g {3) 
中 必 有 一 个 是 3 的 倍数 .要 证 第 三 部 分 , 设 p 是 奇数 ,9y 是 偶数 , 且 (3 中 的 
四 个 数 都 不 是 5 的 倍数 :这样 一 来 ,p 种 gq 的 可 能 末 位 数 必定 是 (1.23,f1， 
8) .3,47,03,6) (7,4).17,6)，(9,2), (9,8) 各 组 .我 们 极 易 看 出 由 各 组 
所 .作出 的 pg?+ 中 ,其 末 位 数 必 是 5. 


全 原 书 误 印 为 “定理 的 第 一 部 分 ” (The first part of the theo- 
rem) .一 一 译 者 
名” 原 书 误 印 为 * 第 二 部 分 ” .一 一 译 者 
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[271] 


[272] 


同样 的 道理 ,我 们 也 可 以 证 明 方程 式 
Xt yi 2 = 2 {4) 
的 一 切 整 数 解 ,能 有 公式 
x=p’ 十 如 一 下 2 y=2pr ,z=2g10 = pi+ gr+ rz， (5) 
这 里 的 w 可 以 看 作 各 边 为 x,Y ,zs 的 长 方 体 的 对 角 线 . 也 个 这 样 的 半 达 下 
拉 斯 长 方 体 为 ， 
+ 人 2+ 公 = 他， 
Pr 
+ 和 + 人 = 学， 
3 + 16 + 242 = 25. 


[273] 11. 扳 似 归纳 法 


有 一 种 证 代数 但 等 式 的 原理 ,首先 为 拉 格 朗 日 所 广泛 运用 ,因为 没有 
适当 的 名 称 , 姑 名 之 为 拟 似 归纳 法 ,此 法 是 代数 基本 定理 的 一 个 推论 ,可 
述 之 如 下 :车 一 个 单 变 数 的 器 居多 项 式 , 对 变数 的 于 全 以 上 不 同 数 值 , 均 
和 相同 的 值 , 则 不 论 变 数 为 何 值 ,多 项 式 都 取 该 慎 . 也 可 以 搞 一 种 更 方便 
的 说 法 ;两 个 n 次 的 多 项 式 对 于 n 个 以 上 的 数 秸 莽 能 相等 , 则 两 蕊 为 重 
等 .让 我 们 举例 来 说 明 这 个 原理 的 应 用 . 

例 一 

考虑 下 列 关系 式 


F(x) = Ce thet 《二 ca +a) (z+ =] 
ba-c)t (Coedb a)t tc 一 ee 一 by 


把 左边 看 作 的 二 次 多 项 式 , 只 要 证 明 对 于 * 的 两 个 以 上 的 数值 能 等 于 
1 便 足 够 了 .但 是 因为 F(a)= F(-8)= (ce)=1: 故 Pls) 恒 为 1. 

全 二 

考虑 下 列 关系 式 

人 二 二 2 二 村 3 二 一 (w+3Y 二 12. 
[274] 去 右 两 边 都 是 x 的 四 次 多 项 式 , 只 要 证 明 有 五 个 x 的 数值 能 使 两 边 相 等 

便 是 了 .我 们 选 五 个 最 简单 的 数值 * = 1,0, - 1, - 2, - 3 代 进 去 而 看 出 每 
次 都 相等 . 故 所 给 的 关系 式 为 值 等 式 . 

若 把 x 看 作 整 数 , 由 这 恒等式 可 得 出 如 下 结论 :四 个 连接 整数 匀 积 的 
后 继 一 数 必 为 平方 数 . 
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我 们 车 把 上 面 所 述 的 数学 方法 和 经验 科学 中 使 用 的 归纳 法 必 比 较 ， 
初 看 起 来 它们 好 像 实质 上 一 样 , 担 进一步 加 以 分 析 之 后 , 便 可 看 出 这 种 相 
父 之 处 颇 为 表面 化 .因为 第 一 ,刚才 所 述 的 方法 只 是 一 种 * 简 使 法 "罢了 ， 
它 所 证 的 命题 梢 用 直接 代数 演算 也 能 求 得 . 第 二 ,在 作 了 必 冯 的 热 而 永远 
是 有 限 次 的 代入 手续 之 后 ,我 们 山 得 出 一 种 绝对 的 数学 的 确定 性 ;然而 ， 
在 物理 性 的 实验 中 ,不 论 重复 多 少 次 得 出 模 同 的 结 果 , 也 不 能 达到 确定 性 
的 境地 .天 为 经 验 定 律 的 真 与 姻 只 不 过 是 或 故 率 的 较 太 与 较 小 的 不 同 而 
已 .( 参 看 著者 的 4 科学 面面观 ?( Aspects of Seience) pp, 111 一 115,，Macmil- 
Ian, New York, [937) 


ti2， 数学 归纳 法 举例 


由 相连 的 整数 的 匀 方 所 产生 的 级 数 ,在 许 老 数 学 问题 中 其 为 重要 . 
(参看 附录 21: "化 一 段 栅 物 线 为 矩 形 ") .这 种 级 数 之 和 极 易 化 成 由 1 工 开始 
的 级 数 : 这 个 问题 就 是 求 以 和 4 的 简短 式 子 来 表示 : 

s= in+28+T3n+ 1 +a, {1) 
雅克 ' 伯 努 利 第 一 个 发 现 这 个 次 方 的 和 可 以 表 为 x 的 p + 1 次 多 项 式 . 例 
如 ; 
1=1+2+3+ + 4st!), 


Sr 422+ 3 ta rt lr+1), (2) 


83 有 


2 了 3 
st st. 


我 在 此 提 到 这 个 定理 ,是 出 于 全 面 性 的 考虑 . 但 是 ,我 们 现在 的 目的 只 在 
于 在 这 类 求 和 公式 的 证 明 中 , 任 举 其 一 来 作为 递归 证 法 的 一 个 应 用 实例 . 
从 这 个 目的 出 发 ,我 们 取 公 式 8; 为 例 . 证 法 中 的 归 势 步 在 于 验算 x* = 1 
时 ,公式 是 否 成 立 , 显 而 易 更 ,此 时 得 出 恒等式 = 17., 至 于 中 传 步 虽 假 定 
公式 在 x 等 于 某 一 整数 为 真 时 ,证 明 其 在 x = mn +t 时 ,在 逻辑 上 必然 为 
真 .换言之 ,我 们 要 证 明 等 式 

DB+B4 tt n+ ++) 


万 是 另 一 等 式 
3 ntn+1y 


r+ + 4 
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L276] 的 数学 推论 .一 个 简 恒 的 证 法 , 亦 即 求 和 公式 的 一 个 常用 证 法 ,万 是 将 两 
个 等 式 相 喊 ,在 本 例 中 得 出 恒等式 


(ny1)3= 上 (n+l20(n+2)-n2]= 【下 二 二 站 站 二 二) 


这 个 公式 用 语言 表示 就 是 :下 1 起 若干 个 连续 整 孝 的 立方 和 是 一 个 完全 
平方 数 , 即 这 些 连续 整 孝 的 和 的 平方 ,这 个 命题 好 像 早 在 13 世纪 时 就 为 
菲 波 纳 契 所 知道 了 . 

数学 归纳 法 的 男 一 岗子 ,请 读者 参阅 标 美 弗 恒等式 的 证 明 ( 附 录 25). 


[277] 13. 论 有 界 几 何 


(节录 自 著者 的 * 科 学 面面观 》pp .25 一 26, Macmillan ,1937) 
“经 验 几 何 学 在 村 质 上 是 一 种 有 并 瓜 何 ,要 建立 起 这 种 几何 的 车 遍 定 
律 ,是 一 件 极为 困难 的 事 . 例 她 , 设 把 你 的 书桌 的 桌面 当 作 几何 研究 的 全 
部 范围 . 你 必须 区 别 许多 类 直线 :有 的 从 桌面 的 四 角 引 出 来 ;有 的 和 章 面 
的 两 邻 边 相 交 ; 丰 的 和 两 对 边 相 交 ; 有 的 是 对 角 线 ;还 有 的 和 尝 边 成 直角 
等 等 .任意 取 四 个 点 , 若 问 连接 前 两 点 的 线 和 连接 后 两 点 的 线 是 否 相 交 : 
你 必须 先 确定 这 两 根 线 各 属于 那 一 类 直线 , 才 有 办 法 作出 回答 . 如 果 进 一 
步 想 分 析 一 切 可 能 的 场合 以 建立 出 一 条 准则 ,以 判断 两 直线 是 否 相 交 , 那 
么 你 就 要 建立 一 条 定律 ,其 难度 车 和 建立 英语 不 规则 动词 过 去 式 的 卉 律 
比 起 来 ,后 者 不 过 是 小 孩子 的 玩意 了 .、 
“在 一 种 腊 几何 中 ,已 知 回 心 和 半 答 而 作 图 ,或 外 接 于 三 角形 放 辆 ， 
或 由 一 点 作 一 直线 的 垂 线 等 问题 ,一 般 地 都 是 无 解 的 . 两 根 直 线 常 不 能 构 
成 一 角 , 三 条 直线 常 不 能 围 成 一 个 三 角形 .说 一 个 三 角形 和 另 一 个 三 和 角形 
相似 , 若 比 率 大 于 某 一 定 值 , 恒 完全 无 意义 .一 点 到 一 直线 的 量 短 车 离 不 
一 定 是 重 线 等 等 
[278] “ 即 令 你 已 掌 担 了 这 种 复杂 的 几何 ,你 的 困难 也 才刚 刚 开 始 .因为 如 
果 你 的 几 条 的 边界 由 旧 面 长 方形 一 变 而 为 其 他 围 线 ,例如 三 角形 .图 形 或 
孵 形 ,你 又 要 全 部 从 头 开始 .有 界 几何 的 特点 就 在 于 :其 规律 随 边 界 的 性 
质 而 异 . 这 里 又 可 以 和 语言 来 类 比 : 有 界 凡 何 的 规律 有 如 各 种 语言 的 文 
法 :每 种 边界 需要 一 组 不 同 的 规律 .这 些 规 律 中 有 的 是 为 各 种 边界 所 共同 
具有 的 ,但 也 有 量 著 例 外 的 因 按 界 不 同 而 出 现 的 差异 ,这 就 和 英文 与 法 文 
的 不 规则 动词 的 差异 一 样 . 站 果 平 面 范围 内 的 经 验 玫 何 的 情形 已 是 如 此 ， 
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则 立体 图 形 的 繁 难 重 将 何如 呢 ? 

“因此 ,十 分 显然 ,我 们 如 自 眼 于 有 了 上限 的 边界 以 内 ,演绎 法 就 设 有 什么 
用 了 :几何 学 将 仍 停 留 在 找 述 性 科学 的 阶段 ,不 会 比 动物 学 .植物 学 或 矿 
物 学 有 更 大 的 普遍 性 ”. 


14， 方 程 的 图 解法 [279] 


解析 几何 是 一 种 代数 一 一 几何 宇 次 ,这 并 不 是 一 个 新 的 观礼: 实际 
上 ,在 这 门 数 学 的 创始 人 , 费 尔 马 和 和 销 卡 儿 的 著作 中 ,已 隐约 可 以 看 见 这 
种 思想 .这 是 一 种 极 好 的 比喻 ,因为 它 表明 了 这 门 学 闻 的 对 情 性 .一 方面 ， 
它 用 代数 表达 出 了 几何 的 某 些 基 本 关系 ,可 使 几何 的 问题 化 成 符 导 和 数 
字 的 演算 ; 另 一 方面 , 它 将 代数 恒等式 和 基本 式 ,解释 成 几何 的 图 形 和 性 
质 ,使 抽 篆 的 概 含 转变 为 具体 的 图 象 , 本 节 所 讨论 的 只 是 解析 几何 的 第 二 
方面 ,特别 是 限于 有 上 助 于 分 析 和 解答 一 元 慌 数 方程 这 一 点 上 . 

作为 此 中 技巧 的 根据 的 ,是 下 面 的 命题 : 解 两 个 二 元 方程 ,一 为 m 次 ， 
一 为 4 闫 , 可 以 化 成 解 一 个 一 元 mn 次 方程 .这 个 命题 称 为 员 祖 (Bezout) 
(2730 一 1783) 定 理 , 但 在 他 之 前 ,早已 有 人 猜测 出 和 使 用 过 .例如 两 本 二 元 
二 次 方程 ,可 以 消去 一 个 元 而 得 出 一 个 一 元 四 状 方 程 , 丢 番 都 狂 靳 歌 : 侦 
亚 度 都 熟悉 这 种 事实 , 著 默 , 徊 亚 席 甚 至 还 产生 了 把 这 种 过 程 反 过 来 的 一 
种 天 才 的 想法 一 一 即 把 解 一 元 四 次 方程 化 为 解 二 元 联 立 一 次 方程. 

如 果 我 们 把 一 个 * 和 y 的 m 次 方程 解释 为 一 条 六 次 的 曲线 , 则 其 祖 
定理 的 图 解 意 尽 便 是 商 条 分 别 为 m 次 和 次 的 曲 厂 相交 于 mn 点 .不 过 ，[280] 
,显然 地 ,这 种 说 法 只 有 当 我 们 已 经 学 会 了 解决 虚 根 和 一 元 方程 的 等 根 问 
题 才 是 有 意义 的 { 参 痢 附录 24)， 

我 们 以 “人 缺 项 "的 一 般 四 次 方程 为 例 : 

#4+ pr + qx+r=0, (1) 
式 中 缺 三 次 项 ,我们 可 将 此 由 次 式 看 作 两 个 二 元 方程 
y= 和 xity+tuwtty+w=D. (2) 
消去 y 的 结果 .这 两 个 方程 ,第 一 个 可 以 解释 为 一 个 抛物 线 ,第 二 个 为 一 
个 辐 . 这 时 车 在 平面 上 画 出 一 个 完全 的 搜 物 线 , 则 最 一 般 的 三 次 和 四 次 方 
程式 都 可 以 用 直 尺 国 规 求解 . 其 理 如 下 : 

一 、 比较 (0) ,{2) 两 式 , 我 们 可 以 由 p ,9,r 的 数 熏 计算 出 系数 ,vw， 

ww, 村 而 得 出 圆心 的 位 置 各 半径. 
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wot}x2+ ur+ w= 0; u=y tsp-1l, w=r. {3} 


二 、 着 原 四 次 方程 为 非 缺 项 方程 : x++ hw? + px? + qx +r=0, 我 们 可 
[281] 用 简单 的 变换 + 起 =x' ,将 它 变 成 使 项 的 形式 . 


方程 的 图 解法 


三 、 猴 何 三 次 方程 可 以 当 作 一 桶 为 霍 的 呵 次 方程 看 待 , 因 为 三 次 方 
程 x + px + 9= 介 的 根 同时 也 是 四 次 方程 x4+ px?+ gx =0 的 根 . 再 者 , 若 
该 三 次 方程 为 非 饼 项 ,也 可 以 用 类 似 于 上 面 的 方法 变 成 屿 项 的 三 次 方程 . 
举人 胡 

三 次 方程 x*? -3x -4=0. 把 四 次 方程 ++-34x?-4x =0 和 (3) 相 比 , 求 
得 = -4,5= ~4,.i=n0. 故 了 的 方程 是 *z+yz-4x 一 4y = 人 .这 圆通 过 
原点 ,圆心 所 在 的 点 是 * =2,y =2. 除 原点 是 一 个 蜂 外 桶 外 , 圆 和 抛物 线 
另 于 横 坐 标 约 为 2.2 处 的 唯一 个 实 点 相交 .将 2.2 实际 代 回 方程 ,不 得 0， 
而 得 0.048. 故 转 解 法 所 得 * =2.2 为 原 方程 的 实 根 的 比较 准确 的 一 个 近 
似 值 . 


[282] 5， 几何 中 的 “可 能 "和 “不 可 能 "两 个 术语 


( 选 录 自 作者 即将 出 版 的 《几何 的 故事 》 中 的 一 章 ) 
二 入 立方 本, 三 等 分 角 , 化 图 为 方 ,以 及 其 他 由 古人 人 遗留 给 我 们 的 这 
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类 问题 ,其 困难 所 在 并 不 在 于 问题 的 本 身 .这 些 困 难 只 不 过 反映 出 古典 的 
禁 田 的 严格 性 ,其 中 几何 作 图 只 限于 直 尺 和 圆规 . 

用 于 几何 镍 图 的 “可 能 "和 "不 可 能 "两 个 术语 并 无 绝对 的 章 义 :在 每 
种 作 图 法 中 必 先 规定 作 图 所 用 的 工具 .确实 ,若是 除去 一 切 限制, 设 若 一 
场 用 和 何 音义 的 器 具 都 和 传统 工具 有 同样 的 权限 , 设 苦 一 切 凡 何 轨迹 ,不 
论 是 由 机 械 法 得 出 ,或 由 某 种 图 解法 得 出 ,都 和 直线 及 回 享 有 同等 的 待 
抽 一 一 那么 ,“ 可 能 "和 “不 可 能 "两 词 将 失去 一 切 意义 ,因为 可 解 的 问题 就 
和 所 有 的 问题 外 延 相同 了 . 

在 古典 的 作 妈 中 ,所 用 的 工具 障 而 未 提 ;现代 方法 则 把 工具 摆 在 最 前 
面 .每 件 工具 都 看 作 它 所 能 解决 的 一 组 问题 的 “代表 ”. 所 以 我 们 有 只 用 直 
斥 可 解 的 问题 所 组 成 的 直线 城 ; 有 只 用 轿 规 可 解 的 国 起 ;有 包括 前 两 域 以 


及 其 他 一 切 顷 并 用 直 尺 和 圆规 始 可 解决 的 问题 的 古典 域 或 传统 域 .在 传 [283] 


统 域 之 外 ,还 有 一 个 古典 工具 所 不 能 胜任 的 各 种 问题 组 成 的 广大 的 域 . 
16. 相等 的 意义 


设 有 一 关系 , 若 它 在 4 与 8 之 间 成 立 , 且 在 8 与 C 之 同 成 立 , 也 必 在 
入 与 袜 它 间 成 立 , 这 种 关系 使 称 为 传递 的 .例如 ,血统 关系 为 传递 关系 , 父 
子 关 系 则 为 非 传递 的 .数学 上 传递 性 的 例子 有 担 等 、 全 等 .平行 等 ; 非 传递 
性 的 例子 则 有 重 伍 内 接 , 外 切 等 , 故 若 一 图 形 4 内 接 于 足 形 吾 , 有 又 内 接 
于 C; 但 图 形 4 并 不 内 接 于 图 形 C， 

传递 原理 包含 于 下 述 命 题 中 : 设 两 件 事物 在 某 方面 等 价 于 第 三 件 , 则 
原 两 付 也 等 价 .这 个 原理 在 许多 问题 中 极为 重要 . 例如 在 凡 何 中 ,我 们 有 
两 段 线 , 若 能 移动 一 段 鼻 和 第 二 段 重合 ,我 们 就 称 这 两 段 为 全 等 :严格 说 
起 来 ,我 们 必须 把 平面 的 一 部 分 割 下 来 放 到 另 一 部 分 上 才能 作 到 .但 实际 
上 我 们 自然 并 不 这 样 去 作 :我 们 使 用 的 是 圆规 或 有 分 度 的 尽 ,在 这 些 情况 
下 我 们 是 借助 于 两 线段 与 第 三 线段 全 等 则 必 披 此 全 等 的 道理 .在 数学 中 ， 
我 们 每 将 一 个 等 式 化 成 男 一 等 式 时 ,我 们 也 经 常 求助 于 传递 原理 , 虽 则 有 
时 暗含 地 使 用 .总而言之 ,数学 上 相等 的 最 基本 的 性 质 ,就 是 它 的 待 递 性 ， 
至 于 物理 上 相等 的 情况 又 如 何 呢 ? 关于 这 一 点 ,著者 可 以 节录 我 在 别处 
所 论 的 一 段 如 下 : 

“为 使 这 点 尽量 具体 起 见 , 请 读者 设想 面前 有 若干 钢 条 ,各 条 除 长 度 
互 异 之 外 ,完全 相同 . 为 了 确定 起 见 , 设 它们 都 在 实验 室 中 精确 地 量 过 ,长 
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[285] 度 由 30 毫米 到 和 训 米 ;在 这 中 间 , 特 别 有 标 有 4 ,8 ,Ce 的 三 条 长 度 顺 次 
为 30,31,32 毫米 .然而 关于 这 一 点 你 根本 不 知道 一 一 而 且 你 也 不 必 有 知道 ， 
因为 知道 了 反而 会 有 成 见 ; 因 为 你 现在 的 且 的 在 于 确定 单 用 你 的 感官 ,你 
能 建立 一 种 守 么 样 的 量度 技术 . 

“你 首先 把 4 和 8B 并 排 摆 起 来 :你 发 现 你 的 眼睛 和 指 尖 都 不 能 办 别 出 
二 者 长 短 之 间 有 何不 同 ;因此 你 宜 布 它们 相等 . 浆 复 又 联 B 和 作 同样 的 
比较 ;你 得 出 这 两 根 钢 条 的 长 度 也 相等 . 接着 你 再 把 4 和 @ 并 排 摆 起 来 ， 
可 是 现在 你 的 眼睛 和 指 尖 都 能 清楚 地 辨别 出 来 C 比 4 长 ,你 便 得 出 惊人 
的 结论 ;两 件 东 西 可 以 同时 相等 于 第 三 件 ,但 彼此 却 不 相等 . 

“但 是 这 个 结论 和 数学 的 一 条 最 重要 的 公理 ,两 量 均等 于 第 三 量 则 彼 
此 必 互 为 相等 ,直接 冲突 ,这 条 公理 是 大 部 分 算术 运算 的 根据 ;没有 它 , 等 
式 的 变换 和 解 方程 都 是 不 下 能 的 . 我 更 用 不 着 说 ,没有 这 条 公理 ,数学 也 
就 建立 不 起 来 了 . 重要 的 事实 是 ,物理 学 家 都 不 采用 这 种 现代 主义 的 办 
法 ,而 是 采用 以 这 条 公理 为 基石 的 十 典 数 学 . 

“物理 学 察 有 什么 程 力 作出 这 种 选择 呢 ? 是 不 是 因为 采用 了 科学 的 
量度 方法 以 代替 直接 感觉 ,就 能 够 删除 这 个 矛盾 呢 ? 不 是 的 ! 任何 量度 
方法 的 最 后 目的 总 是 要 读 出 格 度 来 ;所 以 不 论 仪 器 误 计 者 如 何 巧 夺 天 工 ， 
归根 结 底 , 他 仍然 必须 依靠 某 位 观察 者 的 感官 一 一 特别 是 视觉 . 另 一 方 
面 ,我 们 对 读 格 度 的 行为 越 是 网 加 考 寒 ,就 会 发 现 它 和 上 举 的 狗 条 的 假设 
例子 ,并 无 本 质 上 相 异 之 处 .实在 说 来 ,刚才 的 帖 弄 长 度 是 一 毫米 ,现在 可 

[286] 以 使 缩小 到 一 稻米 ;通过 放大 和 用 各 种 精密 化 的 措施 以 使 量度 仪器 ,更 加 
灵敏 ,使 其 其 至 能 准确 到 一 微米 的 若干 分 之 一 , 但 不 论 改 进 到 何等 程度 ， 
显然 仍 不 能 除去 上 述 的 困难 .其 至 也 不 能 减轻 其 程度 ;因为 到 了 最 后 ,所 
得 出 的 资料 数据 ,仍然 会 使 我 们 说 :我 看 匈 4 的 量度 与 8 的 量度 相等 ;我 
也 看 见 C 的 量度 与 8 相等 ;但 是 我 又 明明 看 到 C 大 于 4 (会 看 (科学 面 
面 现 》pp.90 一 92, Macmillan, 1937} 


[287] 17. 无 理 数 量 和 的 有 理 近似 值 


求 得 一 个 有 理 数 的 序列 , 令 其 极 快 地 逼近 一 个 数 的 平方 根 作 为 极限 ， 
这 个 奇 晃 的 方法 是 纪元 前 1 世纪 的 亚历山大 利 亚 的 希 罗 所 创始 的 . 希 罗 
工法 所 根据 的 两 个 观念 精巧 而 又 简单 .第 一 个 是 ; 设 p,qg, WN 为 三 个 正 数 ， 
且 pg = N. 那 么 ,或 者 p 和 9 两 数 为 相等 ,不 然 必 是 一 个 大 于 YH, 一 个 小 
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于 v 页. 若 我 们 称 这 阙 数 p.q 是 关于 再 的 反 数 , 则 /再 必 介 于 其 任何 两 反 
数 的 中 间 . 例 如 子 和 的 积 为 2, 故 应 介 王 这 两 数 之 阅 . 


第 二 ,车 N 晨 一 个 非 完 金平 方 区 整数 ,并 设 v NW 介 于 两 个 相连 整数 下 
和 +1 之 间 , 现 在 如 果 某 数 p 介 于 E 到 E+1 的 范围 之 内 , 则 其 反 数 9g 也 


必 在 此 范围 内 ,而 p 和 9 两 数 的 算术 平均 歼 广 (p+ 9) 也 在 该 范围 之 内 . 疗 
时 ,我 们 还 能 够 证 明 一 这 点 实 是 着 罗 方 法 的 主角 一 一 这 算术 王 均 数 比 p 
和 9 都 近 于 VN. 故此 ,以 V2 为 例 , 记 可 看 作 Y2 的 一 个 过 羽 值 ,其 反 数 千 也 
可 看 作 其 一 个 近似 全 ;而 两 数 的 算术 平均 秆 号 则 是 比 妆 或 了 更 为 良好 的 
如 的 近 拟 值 . 

所 以 ,要 计算 /而 的 近似 值 .我 们 先 在 E 和 巨 + 1 之 间 选 出 一 数 pi ,名 


为 第 一 近似 什 . 我 们 再 算出 Pi 的 反 数 g1 和 它们 的 算术 平均 数 十 (p+ g2) 
= p2, 我 们 称 p2 为 第 二 近 仅 值 ; 则 样 ,我 们 可 算出 Ps = 二 (ps+ 92). 循 此 
可 得 出 两 个 有 理 教 序列 :P41 pas pa 和 gg92: 43. 它们 均 透 近 同 一 


楼 慑 , 即 v WW, 但 一 个 自 大 而 小 ,一 个 自 小 而 大 , 营 将 2 的 计算 列表 如 下 ,以 
作为 本 法 的 例证 : 


l2 
577 
408 


655 857 
470 812 


3 
2 
17 
到 


™ 
- 


堵 


实际 上 3 二 1.414 215… ,而 2 = 1.414213 6 


18. 论 三 等 分 角 


要 想 证 明 单 用 直 尺 和 国 规 不 能 三 等 分 一 任意 角 , 只 要 证 明 有 某 特别 [289] 


角 不 能 三 等 分 显然 就 够 了 . 所 以 在 本 节 中 ,我 们 将 证 明 6 的 角 不 能 用 贺 
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规 和 直 尺 分 成 三 等 分 . 
说 4BC 是 一 个 等 过 三 角形 ,每 边 长 2 单位 . 设 e 角 的 三 等 分 线 交 对 边 
于 间 及 上 :我 们 令 4W = BN = x ,MN = ,CM = CN = 5z. 在 这 三 个 未 知 数 
之 间 有 三 个 方程 
2r+ y=2 (1) 


宇 - 和 2， (2) 


2=x:+4 2x. (3) 
方程 式 (2) 是 由 于 CM 是 4ACN 三 角形 的 分 角 线 ,(3) 则 由 于 应 用 毕 达 再 拉 
斯 定理 于 三 角形 COw. 在 三 个 方 枚 式 中 消去 y 和 z 即 得 ; 
x4- 2x3— 12x2+32x—16=0. {4) 
这 个 四 次 方程 有 一 个 根 等 于 2, 星 然 不 是 我 们 问题 的 管 案 . 其 余 三 个 根 即 
是 以 * -2 除 原 方程 左边 所 得 的 三 次 方程 的 根 , 即 得 方程 式 
x ~ 124 + 人 = 0. (5) 


2 


[290] 但 任何 有 有 至 系数 的 三 次 方程 ,都 出 不 了 下 列 三 情形 之 一 : 


一 :三 个 根 都 是 有 理 教 . 
二 : 一 个 柜 是 调理 数 ; 其 余 两 个 根 是 苍 的 二 次 无 理 教 , 即 p 土 V9 的 
形式 ,而 P 和 4 是 有 理 数 . 


一 228 一 


三 ; 三 修 报 都 不 是 有 理 坎 ; 那 必 .三 个 根 都 是 不 可 约 的 三 次 无 理 数 . 
三 这 种 场合 ,这 三 次 诺 程 称 为 不 可 约 的 . 

方程 {5} 是 属于 第 三 类 ;要 证 明 这 点 ,只 消 验证 其 没有 有 理 根 就 是 了 . 
这 方程 车 有 有 理 根 ,就 只 能 是 + 1,+ 2, +4,+8: 但 直接 代 进 去 加 以 验证 ， 
可 以 看 到 它们 都 不 能 满足 我 们 的 方程 . 

所 以 x 瑟 不 是 南 理 数 , 也 不 能 用 二 决 无 理 数 表示 出 来 ,这 也 就 是 虹 
点 不 能 用 直 尺 和 圆规 定 出 的 男 --- 种 说 法 ， 

这 里 所 举 的 证 法 也 许 比 平常 的 证 法 稍为 麻烦 ,但 它 的 好 处 在 于 不 用 
三 着 公式 . 


19， 斯 涅 贸 斯 近似 法 


有 一 种 以 简单 准确 疝 久 用 途 广泛 而 著称 的 作 图 法 , 它 为 荷兰 物理 学 
家 威 勒 布 洛 德 :斯 滥 尔 (Willebrord Snell}) 所 首创 .他 的 著作 以 拉丁 化 的 儿 
字 斯 涅 留 斯 (Snellius) 发 表 . 他 尤其 以 发 现 著名 的 折射 定律 而 闻名 于 世 . 

设 AP 为 圆心 为 妃 的 圈 统 ;在 直径 48 的 延长 线 上 截取 85 = 08B = 
04 ;联结 $ 和 产 的 男 一 端点 ,并 延长 SP 使 交 切 线 47 于 了 点 .斯 诅 留 斯 
看 出 ,在 弧 4P 所 对 的 圆心 角 只 足 静 小 时 , 初 线 47 可 以 取 作 台 AP 的 近似 
此 .即使 在 其 中 心 角 是 一 直角 的 极端 情况 下 ,其 误差 也 不 过 百 分 之 四 ,由 
此 可 看 出 这 种 近似 值 的 准确 程度 . 

若干 著名 的 问题 都 可 以 化 归 到 斯 涅 贸 斯 近似 法 的 范围 之 内 . 兹 举 三 
例如 下 : 

一 、 多 等 分 角 . 更 特别 的 是 ,三 竺 分 角 ( 见 图 I ). 设 有 40P 前 要 用 近 
似 法 分 为 三 等 分 ; 设 了 为 相应 于 P 的 "斯 湿 留 斯 点 ”"; 用 站 义 和 圆规 平分 
47 为 三 等 分 : 4AM! = M'N' = NT ,联结 好 ,NW' 到 8; 线 分 SM' 和 5N' 和 在 贺 弧 
上 截 出 晓 志和 及 点 ,这 就 是 区 4P 的 近 权 三 等 分 点 ， 

二 、 正 多 边 彩 .图 上 EL 表 示 正 七 边 形 的 近似 作 图 法 .这 个 问题 本 来 不 是 
直 尺 和 圆规 所 能 胜任 的 . 设 406 为 直角 ,已 为 的 相应 “斯 涅 贸 斯 点 "; 平 
分 4 为 七 等 分 ,使 入 = 搜 ; 若 57 交加 于 P, 则 弧 4P 近似 于 直角 所 对 的 
弧 的 七 分 之 四 ,从 而 , 营 AP 近似 于 图 前 内 接 正七 按 形 的 一 边 .这 种 作 图 法 


自然 适用 于 任何 过 数 的 正 委 边 形 . 
三 、 化 图 为 方 .用 前 问题 的 记号 ,得 AD 撑 做 于 一 个 象限 的 弧 长 , 即 
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5 ,在 此 ,有 是 加 的 半径 . 赦 蕉 方形 4DEB 的 面积 是 图 的 近似 面积 ( 见 图 


HH). 


[294] 20， 论 时 间 的 本 性 


《节录 自 著 者 的 《科学 面面观 jpp.199 一 201,Macmillan ,1937. 》 

“我 的 意识 所 证 实 的 是 这 个 现在 ;我 的 心中 所 回想 的 是 其 他 若干 个 现 
在 ,这 若干 个 现在 随 着 向 过 去 隐 退 ,逐渐 变 得 模 和 类 , 毋 于 消失 在 腾 秘 的 记 
人 忆 中 ,我 把 这 些 含糊 而 又 相 重 的 短暂 的 时 间 序 列 附属 于 同一 个 个 蓝 的 人 ， 
此 人 我 称 之 为 表 . 在 若干 年 时 间 内 ,这 人 的 每 一 个 细胞 都 改变 了 ;他 的 思 
想 ,判断 .情感 和 意志 都 起 了 类 似 的 变化 .那么 我 指称 为 翅 的 那个 不 变 的 
东西 究竟 是 什么 呢 ? 自然 不 是 使 这 个 个 别 的 人 有 别 于 众人 的 那个 名 称 ! 
那么 是 理 喜 是 如 最 珠 般 串 在 记忆 之 线 中 的 时 间 序 列 呢 ? 

“一 个 断断续续 的 散乱 的 回忆 组 成 不 连贯 的 序列 ,从 婴儿 时 期 的 茶 时 
开始 ,直到 现在 迎 然 结束 为 止 ;这 就 是 作为 意识 的 直接 材料 的 时 间 . 但 当 
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这 种 原料 经 过 一 种 所 谓 物理 直觉 的 神秘 提炼 过 程 之 后 ,情形 就 完全 不 同 
了 .直觉 的 时 间 是 针 推 的 时 间 一 一 它 推 过 了 意识 的 开端 而 什 入 了 无 限 深 
远 的 这 去 , 推 过 了 现在 而 伸 入 了 无 限 的 未 来 ,这 个 未 来 也 和 过 去 一 样 ,被 
看 作 是 由 若干 个 现在 所 组 成 的 .我 们 用 一 种 心理 的 动作 把 时 间 分 成 两 类 : 
过 去 和 未 来 ,两 者 互 不 相 容 ,而 总 括 起 来 就 包括 了 整个 的 时 间 , 即 永 性 ,我 
们 心中 的 现在 只 是 分 割 过 去 和 未 来 的 一 个 分 划 ; 而 因为 过 去 的 每 一 瞬间 
都 曾经 是 一 个 现在 ,未 来 的 每 一 租 间 也 将 是 一 个 现在 , 故 过 去 或 未 来 的 每 
一 属 间 都 被 我 们 看 作 是 这 样 的 一 个 分 划 ， 

“只 是 这 样 就 完了 吗 ? 不 ,直觉 的 时 间 允 是 内 推 的 时 间 : 在 过 去 的 尾 
何 两 个 骨 时 之 问 ,不 论 它 从 在 我 们 的 记忆 中 是 如 何 地 接近 ,我 们 都 可 插 
入 一 一 又 是 用 一 种 心理 的 动作 一 一 其 他 的 瞬间 , 且 其 数目 是 无 限 的 .这 就 
是 我 们 所 谓 的 过 去 的 连续 性 ;未 来 也 被 我 们 赋 以 相同 的 连续 性 . 在 我 们 的 
心中 ,时 间 是 一 条 汪 流 ;不错 ,我 们 的 经 验 所 知 的 ,只 是 溪流 中 的 各 素 相连 
的 元 素 ; 可 是 我 们 的 直 党 将 经 验 所 得 的 空隙 填补 起 来 ; 它 将 时 间 变 成 一 个 
连续 毁 , 变 成 自然 界 一 切 连续 体 的 厌 型 

“举例 来 说 ,假使 不 是 确信 一 根 直 线 可 以 通过 我 们 手 的 一 次 不 断 移动 
而 给 成 ,那么 ,我 们 所 说 的 几何 直线 具有 完全 的 连续 性 是 什么 意思 呢 ? 我 
们 将 时 间 延 续 的 这 种 溪流 性 移 到 一 切 物理 现象 上 :我 们 要 分 析 一 种 现象 
时 ,不论 它 是 声 .是 光 ,是 和 热 .是 电 , 首 先 就 是 设法 把 它 用 质量 ,距离 或 能 量 
以 表示 之 ,这 样 即 可 把 它 化 成 对 间 的 函数 了 . 

“连续 和 不 连续 之 争 ,不 只 是 辨证 学 派 的 产物 : 它 在 思维 产生 之 初 即 
已 存在 ,因为 它 不 过 是 时 间 的 混流 状 概 从 和 一 切 经 验 的 相连 绪 性 质 之 间 
那 种 一 直 存 在 的 不 一 致 的 一 种 反映 .分 析 到 最 后 , 数 概念 基于 计数 ,基点 
计 不 连贯 的 .个 别 的 . 断 续 的 事物 ;但 时 间 的 直觉 则 将 一 切 现象 措 画 成 流 
性 的 .要 将 一 种 物理 现象 还 原 为 数 丽 又 不 厂 坏 其 溪流 性 -一 这 是 数学 物 
理 家 的 艰巨 的 工作 ;和 而且, 广义 上 说 ,几何 也 应 当 看 作物 理 葛 一 个 部 门 ." 


21， 化 一 段 抛物 线 为 矩形 


“在 那些 几何 开拓 者 中 ,有 人 企图 证 明 作 一 矩形 和 贺 等 积 是 可 能 
的 …… 但 据 我 所 知 , 尚 无 人 去 求 抛物 线 弧 及 其 所 对 的 弧 所 围 成 的 面积 .这 
就 是 素 文 已 经 散 过 的 事情 ; 因为 我 们 在 此 已 证 明 这 种 抛物 线 弓 形 的 面积 
等 于 同 底 同 高 的 三 角形 的 三 分 之 四 ." 
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[295 ] 


[296 ] 


这 是 差 不 密 在 积分 学 发 明 的 二 千年 以 前 , 阿 基 米 德 给 他 的 朋友 镍 齐 
西 自 斯 (Dositheos} 的 信 中 所 写 的 . 他 对 最 普 迪 形式 , 邑 不论 其 为 图 工 * 正 ” 
的 ,还 是 图 了 圭 " 的 任 一 挎 物 线 弓 形 ,证 明了 这 个 定理 .事实 上 ,在 前 面 所 
引 的 导言 之 后 的 正文 中 , 阿 基 米 德 得 出 该 定理 的 三 个 等 价 形式 : 即 抛物 线 


形 POONP 的 面积 等 于 三 角形 PDQ 的 -和 ,或 等 于 三 角形 PTQ( 其 三 边 为 莉 
物 线 的 歼 和 两 映 的 切线 ) 的 全 ,或 等 于 平行 四 边 形 PUVE (其 两 对 边 为 扫 


物 线 的 弦 和 平行 该 弦 的 切线 ,其 他 两 对 边 则 平行 于 抛物 线 的 主轴 ) 的 之 ， 
要 证 明 这 定理 , 阿 基 米 德 先 证 得 若干 预备 定理 ,其 中 有 :志和 禄 弦 的 中 志和 
范 姜 两 切线 相交 点 的 直线 平行 于 主轴 ;这 线 的 中 点 在 抛物 线 上 ;这 中 点 处 
前 切线 平行 于 该 弦 等 . 
我 们 讯 他 这 封 “ 信 "时 ,很 惊叹 他 所 用 的 各 种 办 法 的 巧妙 .尽管 这 些 办 
[297] 法 无 组 是 极为 聪明 的 ,但 今 人 对 其 中 的 多 数 方法 很 难 给 对 赞赏 ,因为 它们 
大 都 缺乏 一 个 符号 体系 ,而 且 和 所 有 希腊 人 一 祥 , 不 地 大 胆 地 用 数 标 出 位 
置 .不 过 在 其 证 明 中 有 三 个 要 点 却 具 有 很 重要 的 历史 意义 :第 一 .问题 的 
处 理 是 属于 机 械 性 质 的 ,因为 阿 基 米 德 一 开始 就 运用 了 他 所 发 现 的 杜 并 
原理 ;第 二 ,他 的 证 明 所 根据 的 是 抛物 线 的 性 质 ,这 种 性 质 即 我 们 今日 用 
该 曲线 的 标准 方程 x? = Ly{ 参 看 第 10 章 第 11 节 ) 表 示 出 来 的 ;第 三 ,他 所 
用 以 完成 其 证 明 的 极 也 法 ,就 是 本 书 再 三 引证 过 的 影响 深远 的 穷 间 法 .我 
在 这 里 特别 要 强调 的 是 第 三 点 .为 此 目的 ,我 在 下 面 举 出 阿 基 米 德 的 一 个 
证 骨 , 不 过 我 只 是 依照 这 位 大 师 的 精神 ,而 不 是 拘泥 于 他 的 文字 . 
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图 I 是 一 个 “ 正 " 抛 物 线 弓 形 , 底 宽 为 24a, 商 为 5, 是 面积 为 2ab 的 矩 
形 PUKO 的 一 部 分 :显然 ,我 们 着 能 证 明 图 形 0ZPUO 的 桓 积 等 于 二 6 , 则 


定理 便 得 到 证 明了 . 今 以 主 切 线 和 轴 为 华 标 轴 , 抛 物 线 的 方程 为 关 = 委 . 
将 OU 分 为 等 份 ; 令 Z 是 抛物 线 上 相应 于 第 P 个 等 分 点 的 点 ; 则 点 2 的 
侍 标 很 易 算得 为 
Tn r=25b. {298] 
我 们 以 相等 的 诸 底 , 即 生 ,并 以 各 织 坐 标 为 高 , 作 一 些 给 形 .对 于 每 一 分 点 
有 了 两 个 矩形 ;其 面积 为 


1 


2 
上 站 形 各 -8 下 = 全 a5; 
下 矩形 《二 


这 样 , 我 们 得 出 两 个 “阶梯 状 “的 图 形 ,第 一 个 图 形 的 面积 大 于 抛物 线 下 的 
面积 ,第 二 个 的 面积 小 于 该 面积 ,车 以 表示 所 求 的 面积 , 即 得 
++ + Li tt +p) 
丙 个 分 数 的 分 子 都 是 二 次 的 冬 方 级 数 ( 和 参看 附录 12). 故 得 
ntn+1)(2n+ 1) sy (n ~- Dn(2n—1)} 


Gn? Gn1 


右上 了 


即 
1 


(二 + 支 + 二) 几 >r>{ 二 1 1 


3 站 08 
现 令 分 自 的 数目 增 至 无 限 : 则 不 等 式 的 两 边 均 趋 对 同一 槐 限 , 即 十 友 . 依 
照 穷竭 法 原理 ,其 中 间 量 P 也 必 赵 于 该 极限 ,于 是 命题 得 以 证 明 . 
22. 论 计 算术 [299] 


一 般 的 无 限 算法 ,特别 是 无 穷 级 数 ,其 在 实用 上 的 重要 性 在 于 给 函 雪 
求 值 提 供 了 方便 .我 们 只 要 指出 下 述 情况 就 行 了 ,我们 的 对 数 表 .三 角 表 、 
椭圆 彰 数 表 、. 内 赛 尔 (Bessell) 画 数 表 .概率 论 和 观察 理论 中 的 各 种 函数 表 ， 
以 及 工程 中 和 实验 室内 日 常 使 用 的 许多 表 一 一 通通 都 是 由 无 穷 级 救 计算 
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出 来 的 . 

一 个 问题 费 可 以 用 数学 来 处 理 ,第 一 步 工 作 就 是 法 国人 所 说 的 la 
mise en 6quation, 邯 表述 为 一 种 形式 ,使 数学 分 析 法 可 以 用 得 上 .这 第 一 步 
通常 把 问题 缩小 为 确定 一 微分 方程 所 规定 的 某 种 函数 关系 .也 许 这 个 关 
系 就 是 一 个 十 典 画 救 , 即 已 有 数值 表 的 函数 :于 是 数学 家 的 作用 就 完成 
了 .不 然 的 话 ,第 二 步 工 作 就 是 推 求 一 种 方法 以 制 非 这 函数 的 表 , 这 种 方 
法 殷 例 是 采取 一 种 收 襄 的 无 穷 级 数 的 形式 .但 是 此 时 数学 家 的 工作 决 不 
能 说 已 经 完成 了 ,因为 他 既然 不 愿 作 实 际 的 数字 计算 工作 ,他 就 必须 提供 
给 专门 计算 工作 者 以 某 种 估量 其 站 果 精 确 度 的 方法 . 在 无 限 兽 法 中 , 截 于 
某 步 为 止 时 所 生 的 误 善 ,其 估价 会 引起 许多 复杂 的 问题 ,和 要 避 和 免 在 估计 误 
差 时 发 生 错 误 ,这 是 需要 相当 的 数学 技巧 ， 

[300] 。 我们 可 举 计算 自 然 对 数 的 级 数 为 例 : 


lt+x x x 人 
i-x™ 1+3+s+7+". 


级 数 中 的 x 是 介 于 -1 和 +1 之 癌 的 数 . 设 我 们 的 演算 只 取 级 数 的 前 面 两 
项 , 问 误 差 会 有 多 大 呢 ? 其 误差 必 小 于 以 握 为 首 硕 并 以 x? 为 公 比 的 几 
何 级 数 的 和 , 亦 即 为 


1 
iog 


A 
Ex< Fz)" 
例如 , 取 x = 方 , 则 由 级 数 的 前 两 项 算得 2 的 自然 对 数 为 下 =0.691, 所 生 
的 误差 小 于 0.002. 
再 举 一 例 ,试看 用 来 计算 馈 的 正 纤 的 级 数 ,这 里 的 角 是 以 弧 单位 计 : 


， 8 人 玉 于 有 
sing + 


这 是 一 个 交 拭 级 数 ,这 种 级 数 可 有 晶 有 有 限 项 的 误差 必 小 于 所 奔 去 的 各 项 中 
第 一 项 的 绝对 值 .例如 ,很 定 我 们 要 计算 二 红 单 位 角 的 正弦 值 . 堵 只 取 用 
首 二 项 ,我 们 得 出 其 值 记 =0.099 833 3…. 其 误差 
1 1 
E < E “五 800006<0.000000 1. 


才 gin 而 =0.099 833 ,准确 到 六 位 小 数 . 
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23. 论 连 分 数 [391] 
车 一 个 连 分 数 中 的 各 分 子 都 是 1 ,各 分 母 都 是 正 整 数 , 则 该 连 分 数 称 
为 简单 连 分 数 或 正则 连 分 数 .在 这 种 场合 中 ,可 用 一 种 简便 写法 , 即 ; 


oat+" ,1 
b+ e + 让 Casb.c,d). 


牛顿 的 老师 药 翰 : 华 利 斯 (John Wallis) 发 明了 一 种 计算 连 分 数 的 相继 各 渐 
近 分 数 的 方法 ,这 方法 在 正则 连 分 数 的 情况 下 半 得 特别 简单 . 兹 将 从 利 斯 
苯 法 所 算得 黄金 分 刘 比 ( 见 附录 7) 和 Vy2( 见 第 8 章 第 13 节 ) 的 展开 值 , 例 
如 下 表 . 


] 


过 分 数 的 各 项 
各 其 近 分 数 的 分 子 
各 渐 近 分 数 的 分 母 


算法 乃 是 根据 下 表 所 示 的 华 利 斯 插 环 公式 ，: L302] 
连 分 数 的 各 项 


各 渐 近 分 数 的 分 子 
各 渐 近 分 数 的 分 母 


该 无 限 连 分 数 截取 到 某 点 时 所 生 的 误差 ,换言之 , 令 该 连 分 数 等 于 其 
某 个 浙 近 分 数 时 所 生 的 误差 ,是 很 容易 估 定 的 : 设 色 是 渐 近 分 数 , 则 


例如 = 加 = 1.414 2.… ,其 误差 小 于 5， 即 ,小 于 0.002. 
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[303] 24. 论 三 次 方程 


以 下 所 举 是 得 出 三 次 方程 的 代 才 解 的 简单 方法 .所 根据 的 思想 有 两 
点 :第 一 , 设 两 未 知 量 的 和 * 与 积 p 为 已 知 ,这 两 未 知 量 必 是 一 个 二 次 方程 


式 的 根 , 即 
32- 2 二 0， 《1 
第 二 ,由 恒等式 
人 3 十 起 3 十 ei- 3ob ={(at+h+ela+d + hc-ca—-ab). 
{2) 


令 E=x,b= -c= ~4, 则 得 
x =x 的 二 次 式 ). 
由 此 可 以 推 得 缺 项 三 次 方程 (参看 附录 14) 
x 3)x {+ vi)}=0 (3) 
的 三 根 中 有 一 根 是 uw + ». 
我 们 试 以 邦 别 利 方程 (参看 第 i0 章 第 3 节 ) 来 作为 本 方法 的 应 用 的 例 


证 : 
x -15x-4=0., (4) 
我 们 的 问题 变 成 求 u 和 + 两 数 ,使 
wp =5, i+y3=4, (5) 
[304| 现在 所 求 是 两 个 末 知 数 ,其 和 为 4, 其 积 为 125; 故 4 和 vw 为 
#4z+125=0. (6) 
此 二 次 方程 之 二 根 ; 解 之 得 
n=2+v 11=2+1li, w=2-1li. 《7) 
故 帮 别 利 方程 的 一 根 是 
“=v2+li+vy2-1i， {8) 
以 辣 法 应 用 于 一 般 三 次 方程 时 , 即 得 出 所 谓 的 卡尔 丹 一 浴 水塔 利 亚 
公式 ， 
[305] 25. 棣 美 弗 恒 息 式 
标 英 阁 昼 等 式 相当 于 下 列 公 式 : 


(coam + iainmw )? = coapeo + isinpew ， 
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式 中 的 w 是 任意 角 ,p 是 任何 实数 ,i 是 虚数 的 单位 , 即 ” 一 1. 这 个 恒等式 
的 和 证明, 所 根据 的 是 下 面 的 预备 定理 : 设 P 和 9 是 使 褐 美 缔 忆 等 式 咸 立 的 
两 个 实 指 数 , 则 以 p + 9 为 指 救 时 , 恒 等 康 也 能 成 立 . 因 为 既然 慨 定 了 
(Cogsm + fsine JP = Coapm + isinpw , 
和 {cosw + isinw)? = cos qow + Lsingqow. 
我 们 使 两 边 各 相 乘 ,并 用 三 角 学 的 和 衣 公式 得 出 
{eosw + fsinm jpn+y=eos(pP + q+ isintp + gq)w. 
依照 数学 归纳 法 ,可 以 立即 证 明 此 公式 在 指数 为 正装 数 时 均 为 真 : 因 
为 它 在 p = 工时 显然 是 真 的 ,而 若 设 p = n 时 为 真 , 令 g=1, 由 上 述 预 备 定 
理 可 得 p = n+ 1 时 也 必 为 真 ， 
要 证 上 明 这 便 等 式 对 于 和 真 整 装 也 能 成 立 ,我 们 一 定 要 记 住 
{eosw + isinw) toosw ~ isine) = costw + sinzu = 1, 
但 这 可 以 写 为 
1 


oat — ww) + Esint “wm) = cos 一 tsintw =——————— 
Cosw + SInew 


= (cosew + isinew ) -1, 
由 是 得 出 [306] 
(cosu + isinw ) -= cos( 一 Po)+isinf ~ pew). 


要 证 明 这 恒等式 对 于 p 的 任何 有 理 堵 慎 邦 能 上 成立, 显然 只 要 证 明 当 
p 为 整数 分 之 一 { 即 p =) 的 场合 就 够 了 .而 
CoS + tSIMNew = { cosn 全 + tiainn 全 = (eo0 + £sin 所] . 
由 此 推 得 
(eosw + isinw = cos + isin 二 . 


最 后 ,引用 狄 德 金 或 康 托 尔 的 无 理 数理 论 , 即 可 证 明 本 恒等式 对 于 无 
理 指 数 汪 可 适用 ,所 以 本 定理 在 最 普遍 的 情形 下 成 立 . 


26. 数学 和 实在 性 [307] 


(节录 自 著 者 的 * 科 学 面面观 》 一 书 , pp. 269 一 270, Macmillan， 
1937) 


“数学 和 实验 从 来 也 没有 像 现在 这 般 稳 男 地 统治 着 新 的 物理 学 , 然 
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而 ,一 种 普遍 的 怀疑 主义 却 影 响 了 它们 的 有 效 性 .已 经 发 现 人 类 对 于 这 两 
种 方法 的 绝对 有 效 性 的 信仰 ,其 根源 来 自 拟人 化 ;二 者 都 是 在 信条 上 建立 
起 来 的 . 

“数学 建筑 在 确信 人 类 可 以 平安 地 前 进 ,好 像 具 有 无 限 的 记忆 能 力 和 
无 尽 的 生命 ,如 果 有 除去 这 种 确信 ,数学 就 会 像 纸板 房子 一 样 倒塌 .无 限 算 
法 移 有 效 性 正 是 建筑 在 这 个 假定 的 基础 上 ,这 种 算法 统治 了 数学 分 析 . 但 
是 问题 还 不 止 于 此 :车 是 除去 了 这 个 假设 ,算术 本 身 就 将 丧失 其 普遍 性 ， 
因为 我 们 的 整数 概念 与 此 假设 是 分 不 开 的 ;几何 和 力学 也 是 如 此 . 这 种 大 
变动 , 随 夫 又 会 使 物理 学 的 建筑 大 厦 彻 底 异 塌 . 

“经 验 的 有 效 性 态 蚌 以 我 们 相信 未 来 将 与 过 去 相似 为 基础 .我 们 所 氛 
这 样 相信 , 因为 一 系列 在 我 们 看 来 性 质 相似 的 事件 显 出 某 种 趋势 ,该 趋势 
显示 出 常 驻 性 ;我 们 还 相信 :车 它 在 过 去 愈 是 一 致 地 和 规则 地 表现 出 来 ， 
则 这 种 常 驻 性 在 未 来 便 将 愈加 可 靠 .而 这 种 为 一 切 经 验 知识 所 依据 的 推 
理 ,其 有 效 性 只 不 过 是 建立 在 人 类 对 确定 性 和 常 驻 性 的 追求 的 基础 之 上 
而 已 . 

“我 们 未 经 组 织 的 经 验 和 有 系统 的 实验 二 者 之 间 有 这 样 一 个 不 可 洽 
越 的 鸿沟 ! 我 们 的 检验 和 量度 的 仪器 {它们 是 日 久 成 习 而 被 我 们 君 作 是 

[308] 我 们 感官 的 更 精确 的 延伸 ) ,是否 也 不 过 如 同 汶 了 局 的 般 子 一 样 对 于 所 求 

测定 的 事物 早已 预 合成 见 了 呢 ? 我 们 的 科学 知识 ,对 我 们 感觉 所 得 的 洁 
糊 变 约 的 世界 来 说 ,是 否 只 不 过 是 一 种 用 数字 来 冒牌 顶 蔡 的 让 大 谋划 ( 尽 
管 是 不 自觉 的 ) 呢 ? 颜色 ,声音 ,温暖 已 化 成 了 振荡 的 频率 ,滋味 和 气味 也 
变 成 了 化 学 公式 的 数字 标号 ,难道 这 些 就 是 浸透 了 我 们 的 意识 的 那 种 实 
在 性 吗 ?" 1 
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进一步 阅读 的 参考 书目 [ao9] 


著者 道 提出 与 本 书 所 论 的 各 个 主题 有 关 的 下 列 参 考 书目 ， 
以 供 想 作 进一步 了 解 的 读者 之 用 .在 编 集 本 表 时 ,首先 选择 的 
是 ,各 有 关 问 题 中 具有 权威 性 而 又 最 少 带 有 技术 性 的 英文 著作 . 
第 1 章 关于 数 的 语言 的 起 源 : 
Connant, L.L. The Number Concept. Macmillan，1896 . 
Du Pasquier, L.G. Developpment de la Notion du Nombre. Paris, 
1921. 
De Villiers, M. The Numeral Words. Witherhy, London, 1923. 
第 2 章 关于 算术 符号 的 历史 ; 
Cajori, F. History of Elementary Mathematics. Macmillan, 1917. 
Karpinski, L. History of Anthmetic. New York, 1925. 
第 3 章 关于 整数 ; 
Ball. W.W.R. Mathematical Recreations. Macmillan, 1892. 
Hardy, G.H. Some Famous Problems in the Theory of Numbers. 
Clarendon Press, 1920. 
第 4 章 ”基于 无 限 : 
Poincaré, H. The Foundations of Science. Science Press, 
1921. 
Couiurat, L. De linfini Mathematique. Paris, 1896. 
第 5 章 关于 有 理 数 : 
Whitehead, A.N. An Introduction to Mathematies, Holt, 1911. 
Clifford, W.K. The Common Sense of the Exact Sciences. Apple- 
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ton, 1888. 

第 6 章 关于 无 理 数 : 

Manning, H.P. Lrrational Numbers. Wiley, 1906. 

Russell, Bertrand. An Introduction to Mathematical Philosophy. 
London, 1919., 

{310] 第 7 章 关于 连续 性 : 

Hilbert, DP. Dber das Unendliche ， In: Grundlagen der Ceometry . 
Leipzig, 1930. 

第 8 章 ”关于 无 限 算法 : 

Hardy, G.H. Pure Mathematics. University Press, 1925. 

第 9 章 关于 实数 ; 

Dedekind ，R ，Essays on Number, Open Court, 1896., 

第 10 章 关于 复数 . 

Arpand, R., Imaginary Quantities and their Geometrical Interpreta- 
tion. Van Nostrand, 1881. . 

Rupert, W.W. Famous Geometrical Theorems and Problems. 

第 11 章 关于 集合 : 

Cantor, G. Contributions to the Founding of Transfinite Numbers. 
Open Court, 1915. 

第 12 章 关于 数学 概念 的 实在 性 ; 

Davis, H.T. A Survey of the Problem of Mathematical Tmth; In- 
troduction to Helmholz’s Counting and Measuring. Yan Nos- 


trand ,1930. 
Poincaré, H. Pemitres Penskes ，Paris , 1913. 
传记 : 


Bell, E, Men of Mathematics. Simon and Shuster，1937 . 

Ganesh Prasad. Some Great Mathematicians of the Nineteenth Cen- 
tury. Benares (India), 1933. 

一 般 数学 及 科学 书籍 : 


Davis, H.T. Philosophy and Modem Seience Principia Press . 
Bloomington, 1931. 

Dantzig, T. Aspects of Science. Macmillan, 1937. 

Rademacher and Toeplitz. Von Zihlen und Figuren. Springer. 
Berlin, 1933. 
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4bel. N.H. (1802 一 ]829) 阿 贝 尔 


人 名 索引 


"《 人 名 索引 及 后 和 名 目 索 引 》 中 ,所 注 页 码 为 原 
书页 码 . 为 便于 读者 翻 检 , 原 书页 码 标 在 本 书 正文 旁 
边 。 原 书 人 和 生 这 年 代 有 错 湛 之 处 ,如 Argand 作 
(1768 一 ?), 当 为 (1768 一 1822); Desargues 作 {1593 一 
1602) , 应 为 (1591 一 1661); Goldbach 作 (18 世纪 ), 万 
(1690 一 1764) ;Liouville 作 (1823 一 1852) ,应 为 (1809 一 
1882);Russell 作 (1872 一 ) ,为 (1872 一 1970); 均 子 校 
补 . 原 书 所 注 页 码 及 其 他 错 洁 不 一 至 之 处 ,如 Borel 页 
码 注 为 221, 应 为 227; Exponential Function 页 码 注 为 
92, 应 为 189; Archimedes 页 码 注 为 19,62, 63, 110， 
114.117,128,129,131,154,179,259,296, 应 为 19.63， 
114,116, 117, 128, 129, 132, 154, 179, 192, 249, 259, 
296,297: 索 引 中 的 Tehebycheff 在 正文 中 书 为 Tcheby- 
shev; 亦 加 补正 .各 校 补 之 处 , 均 不 一 一 加 注 . 译 者 
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abelarl 阿 贝 拉 尔 德 ”84 
Ahmes 公元 前 18 世纪) 阿 赫 美 斯 米 德 


Archimedes 【公元 前 3 世纪 ) 


此 pojlonius 【公元 前 3 世纪 )} 阿波 罗 


19 .63， 114, 116, tt7, 128., 


77 
站 -kworesmi 【公元 9 世纪 ) 阿 勒 : 花 
刺 子 玉 33,76,77 
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129, 132, 154, 179, 192. 249, 259, 
296 ,297 
reandg， Robert 《1768- -1822) 阿 泵 


千 , 罗 伯 特 187.195$,200 
Aristarchus 【公元 前 3 世纪 ) 阿利 斯 
典 克 128,259 

Arisiotle 《公元 前 387 一 322) 亚 里 土 
多 德 和 拍 ,64,121.1232.124.125 
Balam 巴 兰 262 


Bergson，H- (1859 一 1941) 柏 格 森 . 
时 利 123 
Berkeley， CG. (1685 一 1753} 贝克 荧 


[31,132 一 135 
Bemoulli，Jacques (1654 一 1705) 和信 
努 利 ,雅克 130,159.192.275 
Berwand, 」. {1822 一 ]900) ” 析 特 朗 
49 

Bessell 贝 赛 尔 299 

Bezout 风 祷 279 

Bhaskara 【公元 12 世纪 ) 婆 蹇 憩 罗 
182,214 

Bolyai, J，(1802 一 1860) 波 约 195， 
203 

Bolzano,， Bemhard (]78| 一 1848} 布 
尔 查 诺 , 员 恩 哈 德 ”210,250 
Bombalti, R.。 (16 世纪 ) 邦 别 利 
155, 183—]186, 202, 204, 232, 249, 
303.304 

Eonoiis 情 诸 利 斯 “49 
Borel, E. 《1871 一 1956 ) 
227 

friggs, HH. 布 里 格 斯 ,亨利 262 
Brouwer 布 劳 威 尔 227 

Bruns 布 龙 斯 和 9 

Buffon, ,11707 一 1788) 布 封 16 
&ansus，Peler ” 却 竟 斯 ,彼得 39 

各 urali 一 Fori, 心 , 1861 一 1931) 布 拉 


博 雷 尔 


里 一 福 划 225,250 


Cajor, F. 卡 乔 利 262 

Cantor，George (1845 一 1918) 康 托 
尔 ,乔治 64, 112. 128, 136. 141, 
148—153, 162, 166, 167, L168, 169, 
171—177, 181, 195. 198, 206, 207 一 
229 ,343.250,306 

Cardm, H. (1501 一 1576》 卡尔 灶 
1i82,183,232,249,304 

Cauehy 上. 《1789 一 1857) 柯 西 
136,159,162.185,189,200 

Cavalien, 8. (1598—1647) 
利 130.249 

Cayley，A.、《 1821 一 1895) 凯 雷 
203 ,232 

Chaslcs，M. (1793 一 1880) 间隔 
192 

Cimabue 契 马 布 埃 84 

Cum. E, 加 ， 林 尔 4,.14 


卡 巨 列 


Dr"Alember, J. {1717 一 1783) 达 兰 内 
尔 127,130,136,159,187,188 

Dante 但 丁 娃 

Darius 大 流 十 38 

Dedekind， RR，(1831 一 1916} 狼人 人 金 
136,. 141, 164., 170-—177, 181, 195, 
198 .214 ,243.250,.306 

De Moivre. 4 .《1667 一 1754) 要 美 弗 
185,276.305.306 

Desargues，G.【〈159t 一 1 休 目 ” 德 沙 格 
195 

Deseartes， 只 . 【1596 一 16503 向 卡 儿 
78,83.130,131,176,192—198, 200, 
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200 .205,234.,250,279 
Dickens, Ch， 狼 更 斯 ,查理 23 
Dickson,L.E. (1874 一 1954) 迪克 森 

和 
Diophantus 《公元 3 世纪 ) 技 香 部 

53 .54,， 79, 80, 81, B6, 87, 109, 128, 

279 
Dinichiet ,Lejeune {1805 一 ]859) 独 利 

克 雷 54,160 
Dositheos 儿 齐 西 奥 斯 296 


Eddingion, A.S. (1882—1944) 爱 丁 
顿 230 

Einstein。Albert (1879- 一 1955) 有 改 因 
斯 坦 , 阿 尔 贝 特 238 

Eratosthenes 【公元 前 3 世纪 ) 埃 拉 
托 色 尼 46,47 

Euclid 【公元 前 4 世纪 】 欧 几 里 得 
45—47,101—103,127,130,196,267 
udoms 【公元 前 408 一 355) 了 欧 密 克 
斯 128 

Euler, L. (1707 一 1783) 药 拉 46， 
50,54, 55, 130, 156, 185, 187, 189， 
192 


Fechner 费 希 纳 266 

Termal, P, {1601 一 1665) 费 尔 马 

50—52,.54,55,69,70,13]1,176,192, 
194—198,203,205,279 

Ferari (1522 一 1565》 费 腊 里 ”109， 
186 

Femo，Scipio del (公元 65 世纪) 菲 
尔 驾 182 

Fibonasci 【公元 13 世纪 ) (Leonarde of 
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Pisa) 非 波 纳 契 ” 史 ,86,87.199.276 


Galileo, G. (1564 一 1642) 槐 利 路 
130,197,207—215,221,249 

Calnis, EF. 《1811 一 1832) ” 移 罗 瓦 
110,112 

Causs, C1777 一 1855)】 高 斯 ”32， 
136, 185, 187—191, 195, 200, 201, 
210,212,234.250 

Celon，King” 素 隆 玉 辟 

George 上. 乔治 第 三 23 

Girard, A. (1590—1634) 
165 

Goldbach (1690 一 1764) 哥 德 巴赫 
51 

Grasemann ，H .【1809 一 1877) 格拉 斯 
加 203.250 

Grimaldi 闵 明 我 15 

Heamilion, Sir W.R. 【1805 一 1865) 汉 
密 尔 顿 , 威 麻 : 基 万 近 ,903,203,250 

Hanckel, H. (1839 一 ]873) 汉 克 尔 ， 
雷 尔 92,250 

Hardy，G, H， (1877 一 1947) 哈代 
$6 

Hamiot，Thomas (1560- 一 1621) 蛤 里 
沃 特 ,托马斯 78, 186,249 

Heine，Heinrich ”海滩 ,亨利 希 248 

Helmholz, H. von (C1321 一 1894) 苗 尔 
姆 十 葡 24],242 

Hermite, Ch. (1822 一 1901) 埃 尔 米 
特 , 夏 尔 118 

Herm of Alexandria 【公元 前 1 世纪 ) 
亚历山大 利 亚 的 希 罗 103 ,154 ,287 

Herodoms 和希 罗 儿 入 28,260 


纪 肛 尔 


Herz，H. (1857 一 1894) ” 赫 芯 ,亨利 
项 了 
Hilheg、D. (1862 一 1943) 项 尔 拍 特 ， 
戴 维 66,120.226.227 .237 
Hoamkoe 和希 姆 变 161 
Jacobi, C. 《1804 一 1851) 雅 科 比 
B3, 136, i79 
Jager 雅 格 尔 262 
jeake 了 驰 克 262 
Johnson，John 的 壮 壬 ,约翰 262 


Kam，1, 《1724 一 1804】 康德 ”5654， 
238 

Kepler, J. 《1571 一 1630) 开 普 和 勒 
129,130,261 

Klein，Felix {1849 一 1925) 克 药 因 ， 
费 利 克 斯 ”203 


Konig 克 尼 和希 225 

Kronecker, LL. {1823 一 1891) ”克隆 尼 
克 , 利 奥 流 尔 德 ” 0,118,119.,227， 
236 

Kummer, 忆 ， 《1810- 一 1893) 库 莫 尔 
55 ,203 


Laenius 拉 尔 梯 乌 斯 “121 _ 
Lagrange, J. 《1736 一 1813) 拉 格 朗 日 
15,.49,52,55,]10, 156, 18&7.,273 
Lamber , 了 H. 《17283 一 4777) 老伯 特 

117,157 

Laplace, PP. 《1749 一 ]827) 拉 普 拉 斯 
15,19,136 

Legendre， A. 理 .11752 一 1833》 ” 勒 让 
德尔 2.107 


Leibnitz，G., (1646 一 1716) 菜 布 记忆 
15,52, 78, 128, 130, 131. 158, 159, 
192.195,204,250,264 

De Sophus (1842 一 1399) 军 203 

Lindemann, 站，{1852 一 1939) ” 林 初 所 
118% 

Liouville，J 《1809--1832) 柳 维 勒 ， 
雅克 113,113,157,221,250 

Lobatchewski, NN. (1793 一 1856} 轴 巴 
契 夫 斯 基 195.203 

Louis MIV 路 易 十 四 153 

Luther 路 管 39 


Mach (1338 一 1916) 马赫 241,242 


Maclaurin, 心 .1698 一 1745) ”马克 旁 
林 159 

Meantestmieu 和 孟 德 斯 陷 3 
Napier，J. (1550- 一 161]7) 纳 点 荣 


262 
Napoleon 辣 破 它 34 
Nemerarius,，jordanus {公元 13 世纪 ) 
内 模 需 利 奥 斯 ,约旦 纳 斯 ”32 
Newcomb, Simm 《1835 一 19097 纽 
克 姆 ,西蒙 147 

Newion, Sir Jaaac {1642 一 4727) 和 牛 
瑟 , 几 萨 克 ,128,130 一 134, 1 如， 
195, 250 

Nicomachus 公元 1 世纪 ) 
克 36,43,45 


尼 寇 马 


Nietzsche, F. 尼采 1,139 ,246 


DOmar Khayysm 公元 11 世纪 } 茂 默 
:人 刁 亚 谍 红 ,83,109,164,194,279 
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Oughtred,，Wm. 【1579 一 1660)》 奥 特 
备 德 , 咸 订 78,262 
Ovid 珊 维 德 1 


Dzanam 虎 礼 缚 姆 3262 


柏 间 斯 80.128 
巴 门 尼 


Pappus 【会 元 4 世纪 } 

Parmenides 《公元 前 4 世纪 ) 
德 121 

Pascal ，Blaise {1623 一 1652} 电 斯 咎 ， 
布 莱 花 。 物 , 克 ,和 ,130,195.,197. 
250,270 

Peano, CG. (1858 一 1932) 皮 焉 诺 66， 
97 


Philolaus 【 公 天 前 5 世纪 ) 徘 浴 拉 
岛 村 

phihip 站 . 翡 利 普 第 二 28 

Planck，Mar {1858 一 1947) 善 朗 克 ， 
马克 斯 238 


Plao {公元 前 机 9 一 348) ”柏拉图 
43,120,121,143,264 
Poincaré，Henri 《1854 一 1911) 萌 拙 
勒 ,时 利 38,，71 一 74,227,232,240， 
241,242 ,248 

Polybius 小 利 比 阿 38 

Poncelet, J.Y. {1788 一 1867》 影 色 列 
34,203 

Pmelus 普罗 克拉 斯 101 

Prthageras 【公元 前 6 世纪) 毕 达 本 
拉 斯 41,44,59,100,116,154,162， 
249,264,271,289 


Recorde {1510 一 1458) 埠 考 被 78 
Rhind 兰 德 77 
Riehanl 香艳 尔 225 
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Riemann,，B，(1826 一 1866) 过 蝎 
55,189,202 ,203,232 

Roberval (1602—1675) 
131 

Ruffini, P, (1765—1822) 
110 

Russell, Benrand (1872—1970) 


率 , 伯 特 朗 德 ”5,56,68,97,225 


罗 怕 天 尔 
者 菲 尼 


罗 


Schumacher, H. 心 . 《1780 一 1850) 舒 
马 蔡 211 

Simplicius “ 辛 普 昔 正人 9 

Soell, W. {Snellius) {1591—1626) 
斯 涅 尔 , 威 勒 布 放 德 (斯 温 留 斯 } 
292,293 

Socmtes ” 苏 格 拉 底 230 

St，Auguatine 圣 燃 上 古 斯 本 本 

Staudt， 兵 .von 《1798 一 1867) 汉 斯 交 特 
203 

Stevin，Simon (1548--1620) 斯 台 文 ， 
西 末 78.2361,2 近 

St. Thomas Aquinas {1224—1274) 对 
托马斯 : 阿 奎 纳 斯 84 
Sylvester, 了 (1814-—1897) 
特 232 


西 勒 维 斯 


Tannery: . {1843 一 1904) 坦 纳 里 
123 

Taraglia, Nicholas (1499—1557) 
东 塔 利 亚 ,尼古拉斯 “182.304 

Tehebychef, P. 《1821 一 1894》 至 比 
话 兴 物 

Thates (公元 前 640 一 546) 
18 


塔 


泰勒 斯 


Theon of Smyrma 【公元 4 世纪 ) 士 麦 
章 的 西 香 ]03,104,154 
Timaeus ” 提 马 万 斯 264 


Vieta, F1540 一 ]603) 维 时 塔 , 非 
朗 西 斯 科 78 ,85 一 87 ,89.117.19 ， 
192 ,249 ,262 


allis .了 《0616 一 1703) 华 利 斯 13 扣 ， 
301.302 

Weierslrass, Kart (1815 一 1897) 魏 尔 
斯 特 拉 斯 ,卡尔 ”6,128.136,153， 
181,185,189 ,202 ,237 

于 essel 书 塞 尔 195.200 


Weyl,， Hermann (1885 一 ]955) 殊 


和 尔 . 赫 尔 旺 ”227,228 

Whitehead, .N.C1861 一 1947) 怀特 
海 7 

Wilson ”上 威 尔 进 51,52 

Wolkeoel 活 尔 夫 斯 害 尔 54 


Xenes ” 克 澳 尔 克 谢 斯 “到 ,260 


Zeno of Elea 《公元 前 4 人 世纪) 埃 利 
亚 的 芝 庶 57,63.64，121.427.133 ， 
135,140,145,158,206,.249 

Zermelo ” 装 梅 罗 225 

Zeuxippus 【公元 前 3 世纪) 汕 克 西 
书 斯 52 


一 247 一 


Abhacistas ”珠算 家 33,34 

Abacus 等 盘 加 .28,.31 

Absolute 兹 对 ,绝对 性 9 吕 ,148.162， 
248 

Ahaolute Differential Caleulus 
积分 ”203,232 
Accejeration ”加 速度 137 
Achilles, the 阿 基 里 斯 122 
Acoustics 声学 135 

Aol of Becoming 注 迹 之 道 139 一 
163 .236 

Act of the mind 心理 的 行动 126 
addition 加 法 58,92.93,108 
Agprepgate 技 台 %%,105,106,164， 
208 

Appregale of all ageregales 一切 集合 的 
集合 226 
Aggrepale, perieadl 
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圳 exandria 亚历山大 利 亚 ”如 . 虹 
Algebra 代数 3,77.8]1.37.139,18] ， 
187,196 

上 lgebraic pairing 代数 此 配 法 33 
Algebra, rhetorical 文辞 代数 77,.83， 
98 


绝对 流 


完备 集合 ”166， 
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Algebra. symbolic 符号 代数 77 
Algehbra，symeopated ”缩写 代数 ”77， 
79,81 

Algcrism 算法 37 

Algorists ”笔算 家 33 

Algorithm 算法 33,105,155 .287 
Jogon 阿 请 机 (不 可 说 ) 101 
"A 一 切 61,7],235 
Altemating current 交流电 232 
上 micable numbems 友 数 4,56 
Amphybian 两 栖 类 204 


Analysis 解析 ,分 析 学 120, 8129， 
133.140.187 .202,228 
Analyst，the 分析 者 ”131, 133 一 134， 
135 

上 nthropomoaphism 所 大 化 12,15 一 
17,307 


Antichnst 反 基 督 机 


Antinomy 二 律 背 反 64,225,227， 
255 
Api 阿 皮 旗 18 


近似 值 103. 104， 
105.116,287 .299 ,300 

各 priori judgmenls ”和 先 验 判断 72,245 
Arabs 阿拉 怕人 32,77,82,83,109， 


Approximations 


182 
arc of a curmve 昌 线 中 137 
Area 面积 116,123 
Armpgutments of Zene 
121—127 
Arithmetic 算术 
123 ,143 .198,244 
Arithmetic，bourtded 有 界 算术 74， 
239 

Arithmetic ，general 一般 的 算术 164 
Arithmetic of the infinite 无限 算术 
208 .227 

Arithmetiec，rtionadl ”有理 算术 104， 
164 

Arithmetic ，tramsfinite 赵 限 算术 213 
Arithmetic progression 算术 级 数 41 
Arithmetization of Seotttetry 下 何 算术 
化 178,205 

Arithmatization of Mathemalics 数学 算 
术 化 5 

ritbomos 数 和 .79, 的 

Anmow, the 第 122 

Associativity 姑 训 性 58.70 
Asaumption 假定 12 

Asirmomy “天 文学 56.238 
Asrmplotie 汤 近 143 一 147 

Atom 原子 五 ,99,100. 136,204， 
232 ,238 

Atonement 赎 徘 130 

Axiom 公理 全 ,72 
Axiom of Dedekind 狱 德 多 公理 171 
Axiom， the Dedekind-Cantor 和 炙 德 金 一 
康 托 尔 公 再 ”177,.173 .198 .243 .297 
Axiomaties 公理 学 硒 


党 诺 的 论证 


19.36. 0. 77, 89, 


As 轴 106 
Azter Language 阿 兹 台 克 语言 13 


Babylonians 巴比伦 人 3 

Baae of Numeration 命 数 法 的 基底 
15,16,257 

Bhavani 天 点 81 

Bible 圣经 38,39,45,113 
Binary 二 进 14,18,257 
Binomial formula 二 项 式 定理 83 
Biology ”生物 学 ”57 

Birds, nwmber sense 呈 鸟 的 数 觉 2， 
3,253，254 

Brahmin 柳 罗 门 81,.82.109.182 
Bushmen 布 须 受 族 4 


Calealator 计算 家 25,36 

Caleulus 计算 , 微 积分 7,112, 129， 
131., 191,233 

Cantoriam ” 康 托 尔 主 义 ”227 
Cardinal 【 气 见 Number, cardinal) 
Canesian 《参见 Geometry, analytic) 
192 

Causality 因果 性 168.248 
Chaldean 迎 尔 席 亚 人 24 

Chaos 混沌 136,168 

Chess 象棋 73 

Chinese 中 国人 .中 国 的 21,29,40,53 

Christian Fathers 耶稣 教 神 你 129 

Circumference 团 周 129 

Clasa 组 晤 

Closed ficld 
174.,185 
Colection (大 见 Aggregate) 


一 249 一 


图 合 域 91,111,173，, 


Color-blimd 色盲 ”244 
Commulativity ”交换 性 ”56,160,202 
Compact 紧密 105,2]& 
{ 乱 见 Straight-edge-compass 
constructiona) 
Complete induction 《参见 Induction) 
Complex 《 敬 见 Number ，complex) 
Conic Sections ”加 锥 拘 线 114.,193， 
232 
Donjugale complex ” 共 思 算 数 ”1 串 
Constmatible ”可 构造 的 ”227 
Continued fractions ” 连 分 数 ”103,105， 
155,156,253,301 ,302 
Contimued fraction, periodi 
数 155 
Conlinued fraction，regular 正则 连 分 
数 301 
Continued fmaclion ，simple【 扒 见 Contin- 
ued fraction, regular} 155 ,301 
Comtinuity 连续 性 中 ,120,125.132， 
135,140,166, 187, 188.,237,2095 
Continuum 连续 统 141. 162, 167. 
243 
Coniinuam ，Arithwetic ”算术 连续 统 
167.169,181,220—222,229 
Convergence 政敌 ”130, 147, 148， 
159.160.211 
Convergent progresaion ” 收 芍 级 数 145 
Convergents ” 渐 近 分 数 156.301,302 
Coordinates 坐标 (可 参见 Ceometry， 
anajytic) 199 
Cn-reajidual 同人 余数 263 
Comespondence 对 应 ?7.06.106， 
126,177 .197 ,198 ,209 .215,218,255 


Compass 


循环 连 分 


一 250 一 


re 


Counting 计数 1,5,8,9-—1],241， 
253 

Counting Board (和 参 网 Abacus) 
Criteria of convergence 收 冲 性 的 判别 
准则 ”159 一 161 

Criteria of Divisibility 可 除 性 的 判别 准 
则 9,268 一 270 

Criteria of rank 等 级 判别 准则 2， 
93,108, 149,150,184,208 
Cmsaders 十 字 军 器 

Cube 立方 43 

Cure 曲线 193,194 

Cured 弯曲 137.138 


Decimal fraction 小数 
148.,261 

Decimal Numerstion 十 进 命 数 法 “12， 
15,16 

Decimal system 十进制 12,.13.15.16 
Dedekind cut 《 爷 看 Panition) 
Deductive reasoming ”演绎 推理 折 
Degree 次 时 

Denumerable 可 数 的 215,216 
Derirative -向 商 ”131,133 
Diagonal of square 正方形 的 对 角 线 
t02 ,104 ,107,139 ,151 

Diagonal Twoeedure 对 角 线 法 220， 
225 

Diagram ，snalytical 解析 图 解法 192 
Diagram， 也 e Cause-Argand 商 斯 一 阿 
尔 干 图 解法 201 

Dishotomy “二 分 法 
141 ,145 
Difference 竹 莽 131 


二 ,34，146 一 


122., 123, 125, 


Differential 微分 431 

Differemtial Equations 激 分 方程 228 
Differential Forns 微分 形式 228 

Dimension 度 133.140 

Distribution problem “分配 问题 56.77 
Distributivity 分 配 性 59,t0 

Divine proportion ” 挤 网 比 岗 ”263 
Divisibility -可 除 性 ,可 分 性 49, 56， 
75 123 .125 ,237 .268—270 

Division by zeno 以 罕 作 除数 9] 
ivision .long 长 除法 146 
Domain of Numhbers 救 的 领域 . 数 域 
第 10 章 

Doubling the cube 二 倍 立 方 体 113， 
115 

[Duodecimal System 十 二 进 制 16 
Duplation ”了 双 偿 法 26 

Duration 【参见 Time} 

Dusi board 沙盘 28 

Dynamics 动 方 党 136 


Ecole Normale 师范 学 校 112 
Egyptians 埃及 上 59,77.79. 100， 
113,114,117 

Eteates 埃 利 亚 小 ”120,121,123 
Elecuicity 电 . 电 学 135.238 
Electron 电子 238 

Elipse 椭 加 ”193 

Eliiptie Universe 捕 圆 宇宙 ”239 
Empty Column 空位 31 
Enermy 能 2 统 

Entire fonctions” 整 函 数 ” 189 
Equality 相等 、284 一 286 
Equation 方程 108 


Equalion，Algebraic ”代数 方程 ” 旬 ， 
102.112,116.151,194,279—-281 


Equation，Binomial ”二 项 式 方程 
108.,109 

Equation ，cubic 三 次 方程 109,114， 
183,136,2890,303.,304 

Equation ， Exponential ”指数 方程 加 

Equation，Imreducible ”不 可 约 方程 
1153 .196 

Equation ，Linear 堆 性 方程 ,一 次 方程 
B87,.94,115.,456.,196 

Equation，Qmadratie ”二 次 方 和 性 2 务 ， 


$f7,102,107,109,117,156, 181, 185. 
195 

Equation, Quanic 
115.186 

Equation，Quinmiic ”五 次 方程 “i110 

Equation，Transcendental ”超越 方程 
,189.,202 

Equation, Tigonometric 
程 吕 

Evanescent sequence” 渐 逝 序列 142 

Everywhere dense 处 处 稠 窗 106， 
166.215 

卫 xhaustion ，method of 窃 旭 法 4116， 
128,129,130,297 

Exhaustive ”穷尽 的 ” 抵 

Extensive magnitude 广义 数量 203 

Exiraneous solution ”额外 根 28] 


四 次 方程 ”109， 


三 角 函 数 方 


Factoralz 办 区 .阶乘 数 48,51,52 
False roots 假 根 ”190 

Famous Problems of Antiquity 古代 名 
题 193 


一 257 一 


Fiction 人 恨 定 , 慑 想 , 妇 想 
205,246.247 

Field of numbers 数 域 的 

Fitling-in process 潜 补 靶 
221 

Filting the Gaps 填补 空隙 164 一 178 

Tinger counting ” 导 措 计数 ”4,3,10 

Finger symbols 手 式 2 译文 称 在 11 
页 ) 

Finite，the ”有限 56, 124, 134,213， 
215,225.234 

Finite Processes 有 限 算法 118.137， 
228 

Huent 流质 133,135 

Phurxion ”该 率 131,1 科 ,134,135 
Foree 力 137 

Formalism 形式 主义 65,81,96 
Foundations of musthemetics 数学 的 基 
础 136,.162 

Fmactione 分 数 30,91 

French Academy 法 兰 西 学 院 “112 
French language 法 文 13.18 
Function 菌 数 57, 126, 133, 137 
189,239 

Functional Space 函数 空间 225 
Function，Exponential 指数 函数 189 


127, 140， 


215。219 ， 


Capa 空 队 106.107 .168 170 
Cematria 字数 术 39, 物 
Geomeinical lnterpretation of Compler 
Magnitudes ”复数 的 儿 何 解释 法 
201—205,245—247 

Goomelric progression 
144， 1435. 1601 


一 252 一 


几何 组 数 


Ceometry 几 条 56,135,139, 170, 
191 ,233 

Ceometry，Analytic 解析 几何 106， 
131, 176—178, 191, 195, 197, 1%8, 
200 

Geometry，bounded 有 界 几 和 柯 对. 
135,239,277,278 

Geometry，four-dimensional ”四 度 几 柯 
125 

Geometry，[nlinitesimal 无限 小 几何 
203 

Ceometry ，Non-Euclidean 非 婚 几 后 
195 ,203—238 

Geometry，Projective ”投影 几何 ”80， 
195 ,203 

Cerman language 德 文 18 

Colden Section ”黄金 分 割 ”263 一 266 

Graphica] methode 图 解法 83.279 一 
281 : 

Graphs 图 形 106 

Greek algebra 带 腊 代数 79 

Greek eulmre 希腊 文化 80 

Greek geometers 和希 膨 几 何 学 家 克 ， 
103, 113, 114, Lig, 127, 155, 193, 
196 ,199 

Greek language 和 希腊 文 10,13.18 

Greek numerals 希腊 数字 22,29,80 

Greek philosophy 希腊 将 学 ”120， 
121 ,123 

Croup 和 群 110 


Hand 手 9 一 忆 
Harmony 和 谐 和 9 
Heal 热 135 


Hebrew numerals 希 伯 来 数字 24 
Hector 将 克 托 39 
Height of an equation 方程 式 的 高 
219,220 

Hereditary properties ” 跟 传 性 ”638.69， 
70 

Hierarchy 屋 次 219,220 
Hieroglyphics 象形 文字 21,22 
History of Mathematics 数学 中 184， 
195 .197,.212 

Homogeneity 章 次 性 ”248 

Horror infinii 无 限 之 寻 饰 127,128 
Hyperhola 双 曲 强 193 


Heal numbem 理想 数 ”55.203 
lentity of Ealer 克拉 恒等式 135 
Imaginary 虚数 第 10 章 ,179 一 205 
{可 参看 Number, complex) 
Impossibie, the 不 可 能 88,89,30, 
114,115,182,189,234 
Incommensurable 不 可 (用 边 来 ) 度 本 
101 
lndia 印度 19 
Indivisible 不 可 分 130,135 
Indo-Arabic numerals ” 印 廊 一 隔 控 怕 数 
字 30,34 
lndo-European languages 
巴 庄 12,1i8 
Inductiion” 归 商 法 36,50,66,67,73， 
109, 187,273.,274, 307., 308 
数学 归纳 法 
68—75,275.,276, 305.307,30% 
laduwefion atep 归 缩 此 ”的 .的 .和 
Fniinite，acttaljy 实际 无 限 , 现 实 的 无 


印度 一 歌 罗 


Jnduclion, mathematical 


限 207,210,211,225,236 

Infinite number of dimensions ”无 腿 度 
数 222 

Infinite，potentially 潜在 的 无限 236 

Infinie processes 无限 算 法 116 一 
118, 123. 127, 130, 136, 137, 141, 
162,202,228,236 

Infinitesimal 无 限 小 130,135 

Infinity 无 限 61,62,72, 118, 121, 
127, 153, 160, 16], 169, 206—229, 
234 .237—241 ,247 

Inanuments 位 占 ”123.,239 

Integer fisld ”整数 域 0 

Intwition 直觉 64,96,118.130, 138， 
169,227,237,247,248 

Jntuiioniam ”直觉 主义 55,227 

Jnverse number 反 数 287 

Irrational，compound 复合 无 理 数 
108 

irrational，elemeniaty 宁 竺 无理 数 
107 .108,111 

无 理 数 100, 101, 104， 
111, 119, 137, 139, 151—156, 173, 
207 ,228 ,234,236,237.,287,288 

[reducible 不 可 约 115.290 

Lialian mathematicians of the XVI century 
16 世纪 的 意大利 数学 家 109, 4182， 
194 

leration ”重复 运算 30 


Irrationale 


Jehovah 时 和 华科 
Joumal de Mabématiques 数学 杂志 
1t2 


一 253 一 


Language 语言 98,241,242 

Latin langvage 拉丁 文 5,18 
Dlawaii 莉 拉 瓦 划 2 

Limit 极限 116,.128,130, 135.137 ， 
141 一 163 

Limiting poimt 极限 点 168.174.239 
Line. arithmatical 算术 直线 178 
Line: mathematical 数学 直线 127， 
140 

Linkage ”连锁 器 116,118 

Literal notation ”文字 记 屿 249 

Eo- Chou 客 书 41 

Locus 轨迹 194,195 

Iogarithm 对 数 113.160.161.300 
Logic 逻辑 55,.66,98,130,469,245，, 
247,248 

Logic, classical 古典 冰 辑 75,84 
Logiatica ”算术 37 

Logistica specioaa 通 真 得 法 的 ,87， 
28 .191 .194 


Madagascar 马达 加 斯 加 27 
Magnetiam 和 礁 学 136 

Majonty Rule 服从 多 数 的 方法 ”244 
Manifeld 流 形 221,224 
Mapping the square on a line 正方 形 在 
直线 上 的 映像 ”222 

Maiehing 匹配 6 一 9,208 
Mathermnaticat reasoning 数学 推理 
1—67 

Mathematician 数学 家 25,105 ,231 
Mahematics 数学 57,65,245,247， 
248 

Mauix 年 阵 204 


一 254 一 


Maya language 玛雅 语 13,18 
Mechanics 力学 125,135,170,237 
Mediation 折 中 法 25 

Minus 诚 了 9 

Model collection ”模范 和 集合 7, 208， 
213 

Moslem 穆斯林 32 

Mation 运动 122,123,125,14] 
Muhiplication 霖 法 11, 59.60,92， 
93, 108 

Myriad 万 259,260 

Mysticism ”神秘 ,神秘 性 25,38,55， 
85,235 


Noak's ark 诺 亚 方 舟 ” 特 

“Now”, 中 he ”此 时 此 刻 , 现 刻 ,有 现在 
122,175,294 

Number {individual)1， 数字 (个 别 的 》 
! 0.61 

2, 也 le namber 数字 2 4 

3, the number 数字 3 41 

4. the number 数字 4 4 检 ,41 

5. he nomber 数字 5 10,.11,13， 
和 

6. the number 数字 5 44, 4 

7;, he mumber 数字 7 了 

$8, the number 数字 8 14 

9, the number 数字 9 15,49,268， 
269 

10，the number 数字 10 1,9 -11， 
41 

11; the number 数字 11 12,16 
证, the nwmber 数字 12 12,15 
134, the number 数字 13 3 


20, the nomber 数字 20 13 
28, the number 数字 28 关 . 季 
4 拍 , the number 数字 得 了 3 
60, the number 数字 60 38 
666, the mmber 数字 666 39 
Number, cardinal 基数 $8,21,213 
Numbaer， complex 复数” 18] 一 205， 
235.236.244—247,305.,306 
Number concept 数 概念 ”6,57,72， 
90.307 .112 
Number coneept generalized 一般 的 数 
概 合 ,广义 的 数 概念 ”89,91 ,95,96， 
233.236 
Number < 
157, 163 
Number. ondinal 序数 8.21,218 
Number，percepmion of 数 的 知觉 4,5 
数字 fr 100, 113, 114， 
41 一 下 和 本] 2, 154，157，163 ,185 
Numhber， rationat ”有理数 91.102. 
103, 139, 152—15$4, 170, 173, 198, 
206,216.223.,236 
Nutmber，real 实数 ”148 一 163, 164. 
165, [72.181 .207.234.235 
Number sense 数 觉 1 一 5,253 
Number words 数字 5,6.7,10,11 


数字 e105.117, 150，, 


Number x 


Number worship ”数字 崇拜 ”38, 可， 
A143 

Numbers，algebxaic 代数 数 111， 
207 ,249.220 


Jambers ，composite 人 辣 数 49, 匠 
Numbers，defectve 志 数 44 
Numbers， Euclid 欧 几 里 得 数 
Numbers，even 偶数 各 


Numberes ，excessive 本 数 竺 
Numbers、Fermal 费 尔 马 数 和 
Numbers, natural 自然数 ”8,57,89. 
92,08,90,224,235 

Numbers, negative 站 数 8&1,90.199 
Numbers, odd 奇数 40. 中 
Numbers ，pedexs 完 熬 ”44 一 46 
Nuembers，polygonal 密 边 形 数 43 
Numbers, prime 质数 46 一 49,67， 
267 

Numbers，Pythagorean 毕 达 再 拉 斯 故 
53.100.27] 

Numeration ” 命 数 法 21.,257 
Numerology 神 数 术 38,39,263 


Oaoculism 神秘 主义 263 至 266 
Oclade ” 奥 克 特 芒 ( 一 万 万 ) 653,259 
OQmnipossible 全 可 能 89,90.282 


One-to-one corespondence 一 一 对 应 7 
Operatinns of Arthmetie 算术 的 运算 
S889 


Optics 光学 135 

Drder 项 床 8.216,218 

Ondered suceession 有 上 顺序 的 次 第 8， 
9 

Oscillating 振动 ”156 

Papyrus Rhind ” 兰 德 十 芒 草 纸 77， 
113 

Parabola 抛物线 129,193 ,296--298 

Paradox ” 迟 论 64,158,161,210,212， 
213,225,226 

Parity 类 间 14 

Farliament 议会 23 


一 255 一 


Pantition ，Dedekind ”我 德 金 分 划 法 
141,171—175 

Patroclus ”内 特 衬 克 罗斯 39 

Febble counting 石刻 计数 法 7 了 .27 
Period，periodic fraction of 话 环 小 数 
的 循环 节 146 

Periodic fraction, pure 纯 循 环 小 数 
146 

Periodie fraction , mixzed ” 混 循 环 小 数 
146 

Perpewal mqion 水 动 (机 》 54 
Philosophy 哲学 后.230.232 一 234 
Phoenicians 腓 尼 基 信 24 

Physica 物理 228,237 

Plurality 儿 守 ,多 赛 性 6,8,9,207 
Ptus 加 加 

Point 点 好,140,199.246 
Pnlygons, regular 正 争 边 形 的 .129， 
159,264,293 

Polyhedron ” 包 面 体 264 

Polmomial 多项式 186,189, 257, 
273,275 

Porisms 设 解 不 定论 80 

Postulale、 由 Alemhert 达 兰 贝尔 仍 设 
187 

Postujate，Benrand 愧 特 妆 柜 刘 49 
Poemiate，Caldhach 哥 德 巴 赫 假 设 
52 

Power of an infinite aggregate 无 限 集 全 
之 势 210,212 

Pressure 压力 126 

Primality ”质数 的 性 质 51 

Prime and uhimate Ratios 本 初 比 和 最 
线 比 132,135 


一 256 一 


Principle of conservation 守恒 定律 
238 

Princeipte of contradiotion 子 盾 律 72， 
73 

Prineiple of inenia ”惯性 定律 ”127 
Prineiple of permanence 间 本 原 删 
多 一 05,107 ,111.149 ,184. 197 .203， 
204 

Principle df position 位置 原则 宾 ， 
31,34,191 ,192,199,257 
Principle 过 relativity 相对 性 原理 
232,233 

Principle, ，bhiiogenetie 发 生 原理 的 
Prize Wolfskoel 话 尔 夫 斯 害 尔 悬赏 
$4 

Psychology 心理 学 240.241 
Pythagorean ” 毕 达 可 拉 斯 诬 。 3943， 
53.99—103,127,154,162 
Pythagorean paralielepiped 毕 达 哥 拉 斯 
长 方 体 272 


Quadrant 象 慑 199 
Quanmm 量子 204.238 
Quaternions 网 元 数 ”203 
Quinary 五 进 13,18 


Radical 方 根 103.109 

Rational domain 有 理 域 91,92,94 一 
96,105, 106, 108, 119,137 

Reality 实在 ,实在 性 75,178,230 一 
248,307,308 
Reasoning by Recurrence ”递归 推理 
58 ,70,75 

Reducible 可 约 115 


Reductio ad Ahaurtum 归 亦 法 102， 
127 

Regularty 规则 性 248 

Helativily ”相对 性 ”9 知 

Repeliion 重复 57,75,141 

Revival of learming 文艺 复 基 员 .161 
Robinson Cmusoe 甬 滨 了 末 23 

Roman numerajs 罗马 数字 13,32 
Rubsiiyst 和 鲁 拜 桌 82,83 

Rule of nine 奔 尤 法 49.268 
Russian langnage 俄 文 10,18 


Sacrament 至 典 | 加 

Sanskrit 挝 文 10,18 

Saracens ” 萨 拉 直 人 3 
Scholasticiam 经 院 学 用 则 ,1 各 
Self-asymptoie 自 渐 近 149 
Seduence，differenee ” 差 序 列 142， 
143,148.149,150 

Sequence. 上 minishing ”递减 序列 144 

Sequence, divergent 发散 序列 144 
Sequence ，Eeomeilrical 几何 序列 144 
Sequence ，Increesing 递增 库 列 144 
Sequence，infinite 无 限 序列 130， 
137, 141 一 149 

Sequence, inmational 无 理 序 列 152 
Sequence，Natural ”自然 序列 名 ,30， 
57.74,00,92.142 

Serial process 级 数 法 142 


Semies，altermating 交错 级 数 1500， 
269, 300 

Series，divergent 发散 级 烤 ”130 

Series，harnonie ”调和 级 数 ”156 一 


161 


Series, infinite “无限 级 数 
130,158—1562 

Sicily 西西 里 3 
Sieve 得 苇 47 
Simplicity 简单 性 248 
Single-valuedness ” 单 值 性 112 

Singly*eonnected ”一 一 连 系 167 

Skew 下身 ”137 

Skip-mie 册 到 法 269.270 

Soej seiences 社会 科学 57 
Solomon's iemple ”所 罗 门 的 神殿 ”113 
Sophisticated magnitudes 诡辩 量 183 
Sophiss 诡辩 案 81,120.121 


103, 105, 


SpaceTime ”空间 一 时 间 123, 125， 
126 
Square 平方 43 


Square numbers 平方 数 41,42 
Squaring the circle 化 图 为 方 16.54， 
G3,64,113,154,157, 193,293 
Staqium， lhe 运动场 ”122 

Statistics -统计 学 ”137 

Straight-edge Compase Conatmetion 直 
尺 一 图 规 作 图 114,115 .147 .196 
Stress and strain 应力 和 变 力 137 
Suan-Pan ”中国 算 各 28 

Subtraction 减法 各 

Suecession ”次 第 ,次 第 性 8,218 
Suoressor 后 继 数 ,后 继 项 9,6168， 
3 .235 

Sumenan 苏 美 尔 人 21,22,77 

Sunya ” 印 府 的 堆 字 31,35,81 

Syliogiam 三 县 论 75 

Symbol i 符 导 [184 一 205 ,235 
Symboliam 符号 体系 31,86,97， 


一 237 一 


129, 192 
Symbola 记号 ,符号 48,.76,80.96 
System of numeration ” 记 数 计 14,.15- 
。 Systematic fraction 整 分 数 16 
Seczety ”俄国 算盘 人 四 则 题 *) 28 


Taly 比 对 ?了 

Tally atick 账 板 22 一 24 

Tetraktys 至 四 41 

Theolagy 神学 38,214,232 
Theorem ,Factor 置式 定理 192 
Theorem: fundamenlal theorert of Alge- 
bra 代数 的 基本 定 埋 ”187 一 189， 
200,202 

Theorem of Cantor 康 托 尔 定理 222 
Theorem of Fuclid 欧 几 里 得 定理 48 
Theorem of Fermat 费 尔 马 定 理 50， 
51,69 

Theorem of Liourille 柳 维 勒 定理 112 
Theorem of Pythagoras 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 1 的 

Theorem of Wilson 有 职 尔 进 定理 ”5 和 0， 
51 

Theory of Aggregates 集合 论 210 一 
229 

Theory of Equatione 方程式 论 77， 
并 ,全 

Theory of Functions 函数 论 153， 
162,18$ 

Theory of Calois ” 俐 肛 瓦 理论 110 

Theory of Irationals ，the Cantor 康 托 
尔 无 理 数 理论 141,148 一 162,173 

Theory of Irationala, the Dedekind 狼 
德 金 无 理 数理 论 ”170- -178 


一 258 一 


Theory of Numbers 数论 36 


| Theory of Operatione 运算 理论 204 


Theory of ordinal types ” 序 型 理论 218 
Theory of Probability ”概率 论 隐 ,135 
Thermedynamice 热力 学 135 
Thimshian language 辛 姆 珊 族 语言 6 
Thinning out pmmcess ”消去 法 215， 
219 ,221 
Time 时 间 125,126,132. 168 一 170， 
175, 176,247,248,294,295 
Tower of Babel 巴 别 堪 4 


Transcendental 超 超 数 112 一 118， 
137 

Transfinite 超 限 数 2zL3.215, 220， 
221 一 225 


Transitivity 待 递 性 284 一 286 

Transubatantiation 北林 130 

Taangular 三 角形 41 

Triangular Number 三 角形 数 41.42 
Trigonometric quantitiee 三 角 数 113， 
305 

Trinity 三 位 一 体 130 

Trisection of sngjes 三 等 分 和 54， 
113.115,193 ,289 ,293 

Twin-priimes ”学 质数 49,90 


Unilommity ”均匀 性 248 
Uranus 天王 三 179 


Vector 向量 203 

Velocity ”速度 132 ,437 

Vigesimal 二 十 进 13,18 

Yolume 体积 137 

Yowel-conaonant nolation 好 音 一 子 育 


记号 85 Well-ordered aggregate 有 和 良 序 的 介 合 


165 166.167 
机 Milis recurrence formnla 华 利 斯 循环 
公式 ”302 Zero 零 14,15.31,34,86,90.106, 
于 BYe mechanics 卜 动 力学 228 135,186,192,1990.,203 


一 239 一 


